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Prefacio 


El presente libro contiene más de mil problomas y ejer- 
cicios referentes a las secciones principales; del curso de 
geomotría diferencial leído en las fncultades físicomatemá- 
ticas de las universidades. A] proparar esta edición los auto- 
res trataron de tenor en cuenta los cambios que se realizan 
actualmente en la enseñanza de las matemáticas. 

La introducción de nuevos programas en la escuela modin 
ha originado modificaciones en el modo de enseñar, en Ja 
terminología y las designaciones. En la obra procuramos 
apoyar y desarrollar estas innovaciones. Usamos sin restric- 
ciones todos los términos y designaciones adoptados en 
la escuela media. Prestamos atención especial a la defini- 
ción exacta de los objetos principales que so estudian en 
el curso de geometría diferencial. Para Ja línea curva se 
dan dos definiciones. A saber, la curva os definida como 
clase de caminos parametrizados equivalentes. Por otro 
lado, se introduce el concepto de línea como variedad uni- 
dimensional. La swperficio se considera como variedad 
bidimensional y se da de ordinario con nyuda de su para- 
metriznción. La mayoría de problemas se resuelve en el 
aspecto local, o sea, las figuras geométricas se examinan 
en el entorno de пл punto fijo. 

Al exponer ol material, los autores han tratado do coor- 
dinar el curso de geometría diforencial con otros cursos 
matemáticos. Se utiliza ampliamente el aparato ciontífico 
de) álgebra lineal, del análisis matemático y de las ecuaciones 
diferenciales. Se atiende mucho al enlaco con el curso de 
geometría en la escuela media y con el de geometría ana- 
Mítica. 

El libro contiene una introducción, 6 capítulos y 21 pará- 
grafos. Al final del mismo se incluye un índice alfabético 
de materias. 

Esta obra puede ser recomendada en calidad de mannal 
para las facultades físicomatemáticas de universidades e 
institutos pedagógicos. 


Los autores 


Designaciones 


fa, b, 0...) — conjunto compuesto por los elementos 
abre... 

{2 |z posce la propiedad P) — "conjunto de todos los olc- 
mentos que poseen la propiedad dada P; 

z ев un elemento del conjunto А (z portenoce a A). 

el conjunto A cs un subconjunto del conjunto /7; 

unión de los conjuntos A y /5 

intersección de los conjuntos A y 1%; 

diferencia do los conjuntos; 

conjunto vacío; 

conjunto de todos los números reales; 

(para) todo; 

existe (al menos мп); 

de p se deduce g; 

p y q son equivalentes; 

producto escalar de vectores; 

producto vectorial de vectores; 

— producto mixlo do vectores. 

Todas las demás designaciones se explican en el texto. 


Tutroducción 


Aplicación 


Scan X e Y dos conjuntos arbitrarios no vacíos. Si a 
cada elomento del conjunto X le corresponde algún elemento 
del conjunto Y, entonces so dice que está dada Ја aplicación 
del conjunto X en el conjunto Y. Designando la aplicación 
con la jetra /, se puedo escribir 


BIY a f (z). (1) 
El elemento y = f (x) se Пата imagen del elemento х, y si 
A с X, entonces с! conjunto 
1(4) = 0G Ix€A) 

so denomina imagen del conjunto A. El conjunto / (X) se 
lama imagen de la aplicación f. 

Si / (X) = Y, entonces se dice que / os la aplicación 
del conjunto X sobre el conjunto Y o f єз una sobreyece 
La aplicación f se denomina inyección si 


ту Ar => f (ту) 967 (лу). 


La aplicación / que os simultáneamente una sobr 
y una inyección so Mama biyección. De tal aplicación se di 
que establece una correspondencia biunívoca entro los ele- 
mentos de los conjuntos X c Y. Para la hiyección f existo 


wna aplicación inversa: 
[Y X, | (x) x, 
que tambión es una biyección. 


Si A C X, entonces se pu 
de la aplicación (1) sobre A: 


fl: A-Y, afla), donde a€4. 


En el caso on que en calidad de Y se toma el conjunto fi 
de los números reales, la aplicación (1) se llama función. 


le considerar ина contracción 
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Supongamos que /: X —Y y g: Y >2 son aplicaciones. 
Entonces so puede determinar la aplicación 
fl: X +2, zc gf). 
que so Пата composición de las aplicaciones f y g. 
Para dos conjuntos X e Y sw producto directo (o carte- 
siano) es el conjunto 
XxY=((2, y) = ЄХ, y EY) 
de todos los pares (z, y), donde z € X, y € Y. 


El espacio R” 
Al conjunto 
Rh = {тул -a r Za) | Zis Tor -s Tn EN), 
compuesto por las colecciones ordenadas (т, 23, + +.) Tn) 
de n números reales se Je puede atribuir diferentes ostructu- 
ras, V" es un espacio vectorial real n-dimensional. De acuerdo 
con lo dicho, los elementos de R” pueden Jlamarse vectores 


y designarse con m, b, д, y, ... а base del espacio R" 
compuesto por los vectores 
п (1,0,0... 0), й (0, 1, 0, .. 5 0), ... 

s on Bm 03 01 6:4), 
se llama canónica. Designaremos la base canónica de R° 
con (i, j, К). 

R” sn puedo considerar como espacio afín puntual reln- 
cionado con el espacio vectorial R", En este caso los clo- 
mentos do R” se pueden tomar tanto por puntos y designar 
con Af, N, ..., como por vectores d, 2, ... 

El vector г = (т, ..., Za) tiene Таз coordenadas zi, 
La «y X, соп respecto а la base canónica. E] punto 
А (x, ..., Tp) tione las mismas coordenadas afines res- 
pecto nl sistema de referencia (O; iy, is, .... in), donde 
О = (0, 0, ..., 0) es el origen de coordenadas. 

Si n cualesquiera dos vectores х = (Zj, Za, .. ., Tp) 
e y = (Yn Ya - -s Yn) del espacio R" se les asigna en 
correspondencia el número 

meg = md + Talla + E nln 
llamado producto escalar de los vectores x e y, entonces R" 
será un espacio euclideo n-dimensional. En este espacio 50 
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introduce la noción de distancia entre dos puntos M = (zy, 
Hao Eu) Y N = (Yi Yas > + <> Ул): 


mn V a < 


En particular el plano y el espacio que se estudian cn 
el curso escolar pueden ser identificados con R? o R?, res- 
pectivamento, si so eligen en los mismos los sistemas de 
coordonadas cartesianas. 

Llámase esfera de radio е >0 con el centro en el punto Л 
al conjunto 

B (A, e) = {M ER" | AM | < €). 

Esta esfera se denomina e-entorno del punto A. 

El subconjunto U de А" so Мата conjunto abierto si 
junto con todo punto suyo A contiene cierta esfora con 
contro on A. Todo conjunto abierto que contiene el punto A 
so donomina entorno de este punto. 

El punto A ER" se Лата punto de adherencia. del con- 
junto U c R^, si todo entorno de este punto contieno al 
menos un punto de U. La totalidad de todos los puntos de 
adherencia del conjunto U so dice clausura del conjunto U 
y so designa 0. E! conjunto U se denomina cerrado si 0 = U. 

El conjunto V с R” se llama conexo si no existen 
conjuntos abiertos no intersecados U, у U, que parten al 
conjunto V en dos subconjuntos no vacíos V, y Va, talos quo 
V, C U,, V, c U,. El conjunto abierto y conexo so deno- 
mina región. La clausura de la rogión se lama región cerrada. 

El punto del conjunto U se dice interior si pertenece a U 
junto con cierto entorno suyo. La totalidad de todos los 
puntos interiores dol conjunto U se denomina interioridad 
de este conjunto. 

El punto M ER" se llama punto de frontera del conjunto 
UCR" si еп todo ontorno suyo existen puntos tales que 
pertenecen al conjunto U y tales que no le pertenecen. La 
totalidad de todos los puntos de frontera del conjunto Y 
so denomina frontera de este conjunto y se designa con QU. 

Llámase figura Ф en ol espacio Я" a todo subconjunto 
de puntos en él. Las ccuaciones que contienen Ti, Tay .. . 
+ ла а los cuales les satisfacen aquellos y sólo aquellos 
puntos de R” que pertenecen a P se denominan ecuaciones 
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de la figura «P. Sean l: R™ +R" una aplicación lineal; 
(hs in -e fm) nna base canónica de R^; (ip ‘i, ... 
una base canónica de М" y soa L(ip)= 


,2,...,m). La matriz 


25 


cuyas columnas воп coordenadas do los vectores 1 (in) se 
lama matriz de la aplicación lineal 1. Si х = (zy Te... 


a Em) ЕМ" y L(x) = (у, Ym ++ 1 Yn) ER”, entonces 


m 
Чух 2 уль 
& (с, Ox -+ oy Cm) = Tel y (а, da. ан) = 


=- fal de un espacio vectorial m-dimensional V so dicon 
equivalentes si о) determinante de la matriz de paso de la 
base [e] a la base lal (os decir, de la matriz do la transfor- 
mación lineal del espacio Y que convierte la base [el en la 
ase [a)) os positivo. La clase de las bases equivalentes dol 
pacio V se Hama orientación de este espacio. En todo espa- 
cin vectorial existen solamente dos orientaciones una de las 
enales se dice positiva у la otra, negativa. La elección de 
ción del espacio es equivalente a la elección de la 
e espacio. 
s un subespacio bidimensional en R?; (e, ез) 
la base V, y m es un vector no nulo de R? que no porte- 
nece а V, entonces (ey, єз, т) cs la base de R’. Si el vector 
m está ya elegido, entonces Ja base (e,, ез) se dice positiva 
si la hase (ej, ез, m) es equivalente a la base canónica on 
RI. Ahora bien, la definición de la orientación en V os 
equivalente a la definición del vector m que frecuentemente 
se escoge ortogonal a V y unitario. 

Llámase forma lineal de a en el espacio vectorial R” a la 
aplicación lineal a: R^ mR. Supongamos que æ (ir) = 
== аһ. Entonces para el vector h = (hy, .. ., Ra) 


а(н) = № aus. 
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A titulo de ejemplos de las formas Jinoalos pueden servir Jas 
funciones. coordenadas 


щ: R” И, (Un ua lc Un) ш (i= 12, ..., n). 


Llámase forma bilineal sobre el espacio vectorial R” 
a la aplicación f: R" x R” +R que satisface las con- 
diciones: 
P Qn + ha p) = B (и, р) + 6 (has ph 
В Ah, p) = M (Л, p), 
B (h, py + ра) = P (k, ру) + f (h, ра), 
P (e, Ap) = AP Qs р). 


Si P (Gs, б) = Bro F = Op TR pm (Pss ++ Pa) 
entonces 


hs p), 2, Рай. 


La forma bilineal $ se dice simétrica, si B (h, p) =P (p, h) 
y antisimétrica (о 2-Jorma) si B (h, p) = —P (p, №). Para 
la forma bilineal simétrica fy, = Ban, para la forma anti- 
simótrica Въ г = — Вак. La aplicación .9: R” ->R so llama 
jorma cuadrática sobre el espacio vectorial de R" si existe 
una forma simétrica bilinoal В tal que g (h) = В (h, A). 
En coordenadas, g (Ah) so expresa por la fórmula siguiente: 


м 
а) = 25 Филми. 
nm 


La forma cuadrática g se dice correspondiente а la forma 
bilinoal f. Sean æ y $ dos formas lineales sobre el espacio 
vectorial R”, Llámase producto exterior de estas lormas a la 
2-forma 


aAP:REXR” -> R, 
definida dol modo siguiente: 
(а AD) e, p) (= (h) В (p)— a (р) B (1) = 
saji a 
AOA 


Sea M un punto arbitrario del espacio R°. Llámase 
vector tangente a R? en el punto Af al par (M, h), dondo 


4 Introducción 


h ев un vector arbitrario do R?. El vector tangente (M, h) 
se puede representar en forma de un par ordenado de puntos 
(M, N) tal, que el vector que lo corresponde coincida 
con # (o sca, M + k = N), así como en forma de un vector № 
trazado en el punto M. Bi conjunto T4? = ((M, h) | h € 
€ ЯЗ} de todos los vectores tangentes а R? on el punto M 
se denomina espacio vectorial tangente. Las operaciones 
sobre los vectores de R? se trasladan a los vectores tangentes 
en el mismo punto según la regla siguiento: 


(M, h) + (M, p) = (M, h + р), 
a (M, h) = (M, ah), 
(M, h)-(M, p) = hp. 


Respecto a estas operaciones, 7',,? оз un ospacio ouclí- 
deo y los vectores (AF, i), (M, j), (M, k) forman su haso 
ortonormalizada. Cuando el punto de tangoncia Af está 
indicado, el vector tangente (M7, h) se puede designar sen- 
cillamente con h. 

Llámase campo vectorial sobre R? (o sobro cierto sub- 
conjunto de R?) a la representación del vector tangente a R? 
en cada punto de R? (o de su subconjunto). 


Función vectorial 


Sea U cierto conjunto de puntos en el espacio А". La apli- 
cación 


г: U >R", (2) 
que la asigna a cada punto (uj, us, .. ., Um) € U ol vec- 
tor r (uj, Ua, ..., Um) ER” so lama función vectorial de 


m variables escalares, La representación de una función 
vectorial es equivalente a la representación de n funciones 
escalares llamadas componentes do la misma: 


fg. Wis ...› Um) = (Eg (Uis -> os Um) eee 
++, En (Up, -o ss Um))> 
Supongamos que la función vectorial r está definida 
en cierto entorno del punto Af, € R” a excepción, tal vez, 
del mismo punto ММ, y que a es cierto vector fijo. El vector a 
se donomina límite de la función vectorial r y se designa 
cona = 1 mr (M) si para Ve 20:6 = б (e) >0 es 

MM. 
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tal, que 
0<|MM,1<5=>|r(M—«a|< e. 


La función vectorial (2) definida en cierto entorno del 
punto Af, so dice continua en este punto si 


lím r(M)=r (Mo). 
M- Ma 


En el caso general, para un punto arbitrario M, € U la 
función vectorial (2) se dico continua en el punto M, si 
para cualquier entorno W en W^ del punto r (Ma) se puedo 
hallar un entorno V tal, en №" del punto Mg, que r (V f 
П 0) c W. La aplicación г: U —- V, donde U es un sub- 
conjunto en М” y V es un subconjunto en Я", so denomina 
homeomorfismo, si es biyectiva y ғ os continuo junlo con r~t, 

lxamiínemos la función vectoriol r = r (f) representada 
en un conjunto abierto de la recta R, o sea, una función 
vectorial de una variable real t. Si esta función está definida 
en el punto t, y existe el limite 


r (to + A0 — r (4) 
EDU 


lim 

ме 
éste se dico derivada de la función vectorial dada en el punto 
to y se designa conr' (fo) o (4). Así aparece la función 
vectorial r' que denominaremos derívada de la función 
vectorial r. La función derivada de r’ se llama segunda deri- 
vada de la función vectorial г. Llámaso derivada r™ de 
k-ésimo orden de la función vectorial r a la derivada de la 
función r^-9, De la función quo tiene una k-ésima derivada 
continua se dice que ella pertenece a la clase C^. La función 
que tiene derivadas de cualquier orden se denomina función 
de la clase C^. Las funciones de la clase C^ se llaman con 
Írecuencia suaves. La derivada r’ (ta) de la función vectorial 
r —r(t) se puode identificar con la aplicación lineal 
r’ (to): R >R” que le asigna а cada TER el vector 
wr' (tẹ). Esta aplicación satisface la igualdad 


lím |r (to + AQ) —r (9) Аг (to) 1 
ишш UU a 


Atao 


0 


La aplicación lineal r' (tp): R — 4" se llama frecuente- 
monto diferencial y se designa con dri, = r' (£o) dt. 
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La función vectorial r = ғ (t) representada on el seg- 
mento J = la, B] se dice suave sí existo una función vecto- 
vial suave p = р (/), representada sobro el intervalo 7 = 
= la, bl que contiene el segmento J, tal que p jy =r. 

Para la función vectorial r de una variable real que 
pertenece a la clase C" tiene lugar la fórmula de Taylor: 


r (t+ At) = r (t) 4- At r' (0) +72 (+... 


SE (e (0) 4 e (e, Д0), 


dondo Ит e (0, At) = 0. 
ao 


Examinemos ahora la función vectorial (2) dada en el 
subconjunto R? de las variables e, v. Los derivadas par- 
cinles de esta función en el punto (tp, Va) se dofinon dol 
modo. siguiente: 


Our (иу, 09) = Fu (ие, Vo) = lim Ze d 7 Qe w, 
h-0 
| Hmm Los te MF (to, vo 
б (to, Vo) = rs (uo, Vo) = lim Ll XD ev, 


‚ дее” = ге = дь (г), 


дин!" = Раа == ди ( 


Pus == Doy? = yy = Tyu == ди (гь) == д (ru). 


La función vectorial r: U >R", (u, v) —r (и, v), 
donde U es una región en RF, se dice diferenciable on el 
punto M, € U si existe una aplicación lineal 1: R? — К" 


tal, que 
ию Met D—r (M9) — 100 
Ini 0 


La función vectorial diferenciable en el punto Mo será 
continua en este punto y la aplicación lineal 1: R? >R" 
única y so llama diferencial (o derivada) de la función vocto- 
rial r == ғ (u, v) еп el punto Mp, designándose con dra, 
La diferencial dra, se puede representar en forma de la 
aplicación Tp, R? on Taawa R” identificando el vector 
h € R? con el vector tangente (Mp, ћ) a R? en el punto 
М, y el vector dra, (k) = 1 (h) ER”, con el vector tan- 
gente (r (Mo), dra, (%)) a R” en el punto г (Mp). Entonces, 


0. 
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si la función vectorial p = p (t) satisface a las condicionos 
p (to) = Mo, p' (5) = №, el vector dr, (h) coincide con 
la derivada (rop) (tp) de la función vectorial de Ja función 
(rep). La función vectorial r =r (u, v) se dice diferen- 
ciable siempre que sea diforenciablo en cada punto de U. 
Las coordenadas u y v pueden interpretarse como funciones 
sobre U, u: (u, v) —- u, v: (u, v) — v. Estas funciones 
serán diferenciales y sus diferenciales du y dv se ponen 
en correspondencia con el vector tangente (M, k), donde 
h = Qu. ha); los números hi y Йу son respectivamente 
бим (h) = hy, doy (И) = ha. Reprosentando de tal modo 
las diferenciales du y dv tiene lugar Ја fórmula 


dr = диг du -- д„г dv. 


lara el vector tangente № = (fy, ha) 
dr (h) = ur du (h) -+ дг do (h) = ды + Parha. 


Si r (u, v) = (fı (u, v), - fn (и, 0) y Mg == (tto, Vo), 
entonces la diforencial dra, viene representada por la 
matriz de Jacobi: 


Oufikito, Vo) Oof (ito, vo) 
дь]: (шо, Vo) Infa (uo, Vo) 


Pufu (ио, vo) Aofn (to, Vo) 


El espacio £ (R?, R") de las aplicaciones lincales de R? 
еп R” so puede identificar con el espacio R?" roprosentando 
la aplicación lineal por su matriz. Entonces para la función 
vectorial diferenciablo r = F (и, v) aparece la función 
vectorial dr: U —- 37". La diferencial de la función vecto- 
rial dr en el punto M se Пата segunda diferencial de la fun- 
ción vectorial r en el punto M y so designa con d'ra. La 
función vectorial r = r (и, v) se donomina dos veces diferen- 
ciable si dir oxiste en cada punto de U; continuamente dife- 
renciable (o de la clase С!) si dr es continua; de la clase С? 
si d?r es continua. Del mismo modo se determinan sucesiva- 
mento las diferenciales de orden k y las funciones vectoriales 
de la clase С" que para abreviar denominaremos suaves. 
La aplicación linoal 


Pr Rs L (R2, R"), h к» dry (Л) 


2015 
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se puede identificar con Ja aplicación neal RË ox R? 
en R", que se designa Lambién por ¿Pr ay, según Ја regla 
dry (h, p) = dry (h) (р). 
La aplicación bilineal «Pr yy es simétrica y la forma cundrá- 
tica que le corresponde se escribe frecuentemente así: 
Br = Quar di + 20,,r du dv + дг de. 
Sean U, V las regiones еп А". La aplicación f: U — V 
se Пата difeomorfismo de la clase C" si f es biyecliva y per- 
tenece а Ja clase C^ junto con su /7' inversa. 


Cury: 


y lín 


а I un intervalo, un segmento o un intervalo semiabier- 
Lo sobro la recta R. Llámase comino (o curva parametrizadn) 
de la clase C^ on el espacio R? a la [unción vectorial r: J -> 
= R? do da clase C^ que desiguaromos con (2, r). El camino 
(I, r} se dice 

1) simple, si la aplicación r es inyoctiva; 

2) regular, si para todo punto inlerior & € 7 

ri (to) 70; 
3) birregular, si para todo punto interior ly € I 
r' (Lo) 3 7” (Lo). 

Dos caminos (/, r =r (0) y (/, р = p (9) de la claso 
C", dondo 7 y J son intervalos, se denominan equivalentes 
si existo nn difoomorfismo A: 7 — de la clase C" tal 
que r (0) =p (А (0). Las clases do caminos equivalentes 
(de curvas parametrizadas) se llaman curvas y cada camino 
(le osta clase, parametrización de la curva. La función М: T == 
—-J que define la equivalencia de dos caminos so denomina 
cambio de parámetro. Si (I, r) es un camino, entonces el con- 
junto r (1) c R se Лата imagen de oslo camino. Todos 
los caminos equivalentes que forman la curva dada tienen 
la misma imagen quo se denomina imagen de osta curva. 
La imagen do una curva so dice frocuenteniente curva, 
aunque diferentes curvas pueden toner Ja misma imagen. 
La curva cuya imagen se-contiene en cierto plano se Пата 
plana. Una curva es simple (regular, birregular) si existe 
su paramotrización y resulta simple (regular, birrogular). 

Sea dado un camino r =r (2). Examinemos todos Jos 
caminos equivalentes a él, que se obtienen con el cambio 
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dol parámetro s = А (0) por la derivada positiva А (t) 20. 
La clase do Lales caminos se Пата curva orientada. La para- 
motrización г = r (s) do la curva se dico natural si |r" (s) | == 
к= 1. Toda curva regular admite nna paramotrización nabu- 
ral, Æl parámetro natural, designado goncralmenle con s, 
es la Jongitud dol arco de una curva medida a partir de 
cierto punto inicial y tomada con el signo + o —. Bl sub- 
conjunto | de R* se denomina línea (o variedad unidimen- 
sional) de la clase C" si para todo punto M € l existon un 
entorno W de este punto on R? y un camino regular (Г, r) 
do la clase С" que satisfacen a las condiciones: r (I) = 
= Wf Lyr: I И Les un homcomorfismo. El camino 
(7, г) so Шата parametrización de la línea 1. La linea l 
se denomina elemental siempre que exista wna parametri 
ción suya (7, r) tal, que r (/) = L Si (/, r) y (J, p) 
dos parametrizaciones de la línea l, entonces los 

(4, г) y (J, p) son equivalontes. Si el subconjunto 
tiene en cierto plano, la línea l se dico plana. 

Sca M ciorto punto de la línea L y sen (7, r) una. parame- 
trización de | tal que M =r (0). Llámase recta tangente do 
Ja línea 1 en el punto M a la recta que pasa por el punto M 
y que Lione como vector director suyo el vector » (1). Do 
wn modo aválogo se determina la recta tangente para la 
curva y para el camino. Supongamos que r =r (s) es la 
parametrización natural de una curva (o de una línea). 
Entonces el vector r” (s) se denomina vector de curvatura 
de la curva (línea) en el punto s y la longitud del mismo 
|r" (s) | so dice curvatura y se designa con k (s) (o con k). 

Llámase plano osculador de una curva (línea) bicregular 
p =p (t) en el punto f, al plano que pasa por el punto 
р (1) y que tieno como sus vectores directores а p' (La) 
y e^ (t). 

Para la parametrización natural r = r (s) de una curva 
(Ипи) birregular ol vector ғ" (s) es ortogonal a la tangente 
en el punto respectivo. Denomínase circunferencia osculatriz 
de una curva (línea) birregular en el punto s de osta curva 
(línca), а la cirennferoncia de radio 1/К (s) que se halla en 
el plano osculador y cuyo centro es el punto 


r (s) т r” (5). 


a 
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Llámase sistema de referencia de Frenet de una curva 
(linea) birregular orientada r == r (s) en el punto s, a un 
sistema de referencia orlonormalizado (r (s); ¢ (5), n (s), 
b (s), donde ¢ (s) = r' (s), n (s) 4t r^ (s) y los tros vectores 
(t (S), n (S, b (s)) son derechos. 


Superficie 


Bi subconjunto 5 до R? se Пата superficie (o variedad 
bidimensional) de la clase C" si para todo punto A € 8 
existon un entorno W de este punto en R? y un par (U, r), 
donde U es una región on R?, r: U —- 99, y satisfacon las 
condiciones: 

1) In apl 
а la clase C^; 

)r(U)-— WN S yr: UWA S оз un homeomor- 
fismo; 

3) para todo punto (и, v) Є 17 los vectores диг (u, v) 
y ди" (и, v) son no colinoales, o sea, rang dreu, y = 2. 

EY par (U, r”), se denomina parametrización de la super- 
ficie S, y los parámetros и, v, coordenadas curvilíneas sobre 
la misma. La suporficie S se dice elemental si existo su para- 
motrización (U, r) tal quo r (U) = S. 

Sea S una superficie en R? do la clase С". Si (U, r) os 
su parametrización, V es una región en R? y A: V + U 
es un difoomorfismo do la clase C", entonces el par (V, roA) 
os también una parametrización de S. Por otro lado, si 
(Uu т) y (Us, ra) son dos parametrizaciones de la super- 
ficio S, tales quo гү (U,) = r, (Us), entonces Ja aplicación 
A = г!өгү: U, — U, os un difeomorfismo de la clase C^ 
y se llama cambio de parametrización. La aplicación p: I — 
>> S, donde Z es un intervalo sobro la recta, se denomina 
camino (línea) suave sobre la superficie 5 en R? si la apli- 
cación Г —- p es suave (respectivamente, si p (Г) es una 
línea en R? y (7, p) es su parametrización). Sean p: I — S 
wn camino (línea) suave sobre Ja superficie S y (U, r), 
la parametrización de S; con ello p (7) c г (U). Entonces la 
Iunción vectorial suave p: I > U, tal que г (р (1) == 
== р (0) se denomina representación interior del camino 
(línea); en este caso (7, p) es c] camino (línea) sobre la re- 
gión U. Laslíncas sobro la superficie 5 cuyas ropresentaciones 


ión r: U - RU, (и, 0) > г (и, 0) portenoce 
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interiores tienen la forma de и = us + f, V = Vo O 4 = Up, 
о = vy + t so Патап líneas coordenadas. Para un punto 
dado M sobre la superficio S el vector tangente h a R? 
en el punto M so denomina vector tangente а la superficie S 
en el punto M, siempre que sobre la superficie S exista 
un camino (Г, p) tal, que p (t) = M, p' (tp) = h. El sub- 
conjunto de todos los vectores tangentes a la superficie 5 
en el punto M es un subespacio vectorial bidimensional on 
Tuî, se designa 7,5 y se llama espacio tangente а la 
superficie S en el punto M. Si M — r (u, v), donde (U, r) 
es la parametrización de S, entonces los vectores Qr (u,v) 
y Or (и, v) que designaremos también Auras y д„гм, reS- 
pectivamente, son tangontes a las líneas coordenadas que 
pasan por el punto M y forman una base del espacio tan- 
gonto TaS. La base (Our, дг) so denomina hase movible 
sobre la superficie S; con cllo TyS = dru, оу (R). El 
plano en R? quo pasa por ol punto M y tiene T'AS como su 
subespacio director se Пата plano tangente а la superficie 5 
en ol punto M. La recta que pasa por el punto M y es orto- 
gonal al plano tangente se denomina normal а la superficie S 
on el punto M. Llámase campo vectoríal:E sobre la supor- 
ficie S (o sobre el subconjunto Q c S) a la aplicación que 
pone en correspondencia con cada punto M € 5 (o M EQ) 
el vector tangente Ey a la superficie S en el punto M. Como 
ejemplos de campos vectoriales sobre el subconjunto 
r (U) с $, donde (U, r) cs la parametrización do $, pueden 
servir los campos д” y д” denominados campos vectoriales 
básicos. Para los campos vectoriales E y n у Ja función f 
sobre la superficie S se determinan las operaciones de adi- 
ción de campos vectoriales y de producto do un campo vec- 
torial por una función valiéndose de Jas fórmulas 


(E + nhar = Ём H Na, Ela = f (M) Bnr, 


donde en los segundos miembros de las igualdades se incluyen 
las operaciones determinadas en el espacio vectorial TS. 
Si el campo vectorial está definido sobre el subconjunto 
r (U) с S, entonces tiene lugar la descomposición de Ё = 
== ĝar + E20,r, donde Es, E, son las funciones determi- 
padas sobre r (U). Estas funciones so denominan componen- 
tes del campo Ё con respecto а la base movible (Our, дг). Si 
el campo E está definido sobre toda la superficie S, entonces 
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sus componentes con respecto a ta base moviblo (Qr, дг) 
so llaman componentes de la contracción del campo E sobre 
el subconjunto r (U). El campo vectorial E se dice continuo 
si sus componentes con respecto a cualquier base movible 
son funciones continuas. 

La orientación de la superficie S es la elección do la 
orientación en cada espacio vectorial tangente TS lo quo 
es equivalente a la elección del vector unitario mpr, orto- 
gonal а TaS para todos los M € S. La parametrización 
(U, r) do la superficie S se dice concordada con la orientación 
si la base movible está orientada positivamente en todos 
los puntos, o sen, si la baso (диг, ôr, m) es cquivalente 
а la base canónica en А, La orientación do la superficie S 
se dice continma si para Lodo punto Af de S se halla la pa 
motbrización (0, r) concordada con la orientación 
que M Er (U). Por тора goneral, examinan sólo orien- 
taciones continuas. Una superficie junto con su orientación 
continua se lama orientada. 

La aplicación f: 5 +R" de la superficie 5 on el ospa- 
cio R” se denomina suave si para cualquier parametrización 
(U, r) de esta superficie la función vectorial for: U — R" 
definida sobre la región U do R? es suavo. En particular, 
cuando n = 1, obtenomos la definición de una función 
suave sobre la superficie. Sea Q otra superficio en "V. La 
aplicación /: $ ->Q so puede considerar también como la 
aplicación 5 en JU, toniendo en cuenta que Q os uu suh- 
conjunto eu #8, La aplicación /: 5 >Q so dice suavo si 
es suave como aplicación S en R*. El campo vectorial E 
sabro la superficie 5 so Пата suave si sus componentes con 
respecto a cualquier base movible son funciones suavos. 
Los campos vectoriales de base Aur y O,r son suavos. 

Supongamos que /: $ —-Q es una aplicación suavo de las 
superficies y p = p (f) es nn camino suave sobre la super- 
ficie S que pasa por el punto M = p (ta). Entonces f ep = 
= (fep) (0) es un camino suave sobre [a superficie О que 
pasa por el punto M' = f (M) = /ер (to). La aplicación 
TarS en Ty Q quo pone al vector tangente p' (la) en corres- 
pondencia con el vector tangente (f*p) (19) se denomina 
diferencial (o aplicación derivada) de la aplicación f en el 
punto My se designa con dfar. La diferencial df: Тыў —- 
— Ty: Q es ma aplicación lineal. 


CAPITULO 1 


Función. vectorial 
Los conceptos de curva, linea 
y superficie 


f. Mostrar que las componentes de la función vectorial 
r =r (M) se hallan por la regla 


y (M=ir(M (ф=1,2,...,п), 


donde (А, da <. i) es Ta base canónica de 
2—6. Domostrar que de la exi 


acio V". 
опса de los límites 


lim м (М) а (01, 2, 3) 
мемо 
lim f (Af) = 


MaMo 


x 


so deducon la existen 
nuación y las form 


de los límites indicados a conti- 
respecli vas: 


(2) Him (r, (M) + ra (М) = m + ts 
меме 


(8) Mm. (Ач (MD) = Мы. 

(4) lim (п, (А) (7) ацга. 
ммо 

(5) lim (r, (M) x ra (А) = a; X aa. 
мем 

(6) Jim (ra (AD) rs (AN) rs QD) = аңаа. 


7. Demostrar que la continuidad de la función vectorial 

es equivalente a la continuidad de sus componentes. 
8. ¿So deduce do la continuidad de la función voctorial 
(M) la continuidad de la función |r} = |r (M) P 
cierto lo contrario? 
9—13. Demostrar que la continuidad de Ja Función y 
torial e, (M) y de la función f (M) en el punto Af, dle 
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mina la continuidad de las funciones siguientes en este punto: 
(9) ri (M) +=". (м). (10) f (M) r, (M). 
(41) r (А0) = (AD). (12) r, (M) х ғ, (M). 
(13) r, (M) r; (M) ra (M). 


14. Demostrar que la suavidad do la función vectorial 
es equivalente a la suavidad do sus componentes. 
15. Demostrar que 


7 (0) а! (0), ай (t), . a e (0). 


16—20. Demostrar que para las funciones vectoriales 
rs I >R y la función f: I >R de la clase C? existo 
las fórmulas signientos: 


(16) (ri 
(17) (ry = 
(18) (rry)! = rer, rere 

(19) (rı x ry ri X ratr X rg 
(20) (rrara) = таға + rrira + rra 


21—20. ПаПаг las derivadas de las funciones siguientes 
de una variable real t: 


r 


(22) r2. 
T (24) rrr”. 
(25) (° ct) x vn. (25) V7. 


27. Demostrar la propiedad bisectorial de la tangente 
а la olipse: la tangente a la elipse en un punto arbitrario 
de ésta M es la bisectriz del ángulo adyacente al compron- 
"lido entre los radios focales dol punto de tangencia. 

28. Mallar para la función vectorial r (t) = (t? + 8, 
4f — 7, £-+:5) el valor tẹ con el cual la aplicación lineal 
7” (ta) convierte al número 2 en el vector (4, 8, 2). 

29. ¿Se deduce de la suavidad de la función vectorial 
P (t) Ja suavidad de la función |r | = 1r (2) |? 

30. ¿Se puede afirmar que para la función » (1) existen 
las igualdados: 


aiii Yere ilte Т 
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34. Para que la función vectorial г = r (t) tenga sobro 
cierto intervalo una derivada nula, es necesario y suficiento 
quo ol vector r (1) sea constante, o sca, no dependa de t. 
Demuéstrese esto. 

32. Para que en todos los puntos de cierto intervalo los 
vectores r (t) y r’ (t) sean ortogonales es necesario y sufi- 
ciente que |» (t) | = const. Demuéstrese esto. 

33. Sea г =r (t) una función vectorial de la clase C*, 
r (t) 40. Para que el vector r (t) tenga un sentido cons- 
tante es necesario y suficiento que en Ja región de cambio 
de los vectores r (i) y r' (t) sean colineales. Demuéstrose 
esto. 

34. Supongamos quo para la función vectorial r " (1) 
de la caso С? on todos los puntos de su definición existen 
las relaciones 


r (Dr' (Dr" q) 


r(0) x r' (0 seo. 


Demostrar quo la imagen do la curva definida por la función 
vectorial r = ғ (f) os plana. 

35. Supongamos que para la función «vectorial r = ғ (t) 
de la claso C? definida sobre el intervalo Ja, ùf las derivadas 
ri (t) y r” (t) son distintas del coro y colineales para todo 
t € la, dl. Demostrar que la imagen de Ja curva definida 
por la función vectorial r =r (f) es un intervalo do Ја 
recta. 

36. Domostrar que la imagen de la curva definida por 
la función vectorial r =r, + fr, 4- Pra ER, donde 
Fas D, Pa son vectores constantes, es una parábola si los 
vectores гу y м по son colineales. ¿Qué pasa en caso de que 
soan colineales los vectores r; y ra? 

37. Demostrar que la imagen de la curva definida por 
la función vectorial 


r = ro + cos tr, 4 sen tra  (€10,2x), 


es nna elipse si los vectores гу y r, no son colinoales. ¿Qué 
será en el caso de un carácter colineal de los vectores r, yra? 

38. Demostrar que la imagen de Ja curva definida por 
la función vectorial 


к= та + chtry + ch tra, LER, 
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es la rama ile wna hipérbola si los vectores r) y гу son no 
colineales. ¿Qué será en el caso de un carácter colineal do 
los vectores r, y ra? 
9. Demostrar que la trayectoria de un punto material 
que so muove bajo la acción de una fuerza central os plana. 
40. Demostrar que dos curvas suaves paramotrizadas 
кау = (t, 0, 0) y ru (0) = (P, 0, 0) no son equivalentes, 
anvque ta imagen de cada nna de ellas soa una recta. 
Al. Demostrar que las figuras planas siguientes son 
lineas y señalar cualesquiera parametrizaciones suyas: 


a) recta, b) circunferencia, c) elipse, d) parábola, о) hipér- 
hola. 
42. Demostrar quo la cireunferencia S? no admite ima 


paramo ón (f, r) en el sentido de definir una linea 
tal quer (2) - S. 

43. Mostrar que toda cueva regular (J, r) es simple 
localmente, o sea, para cualquier ^, € I existe wn intervalo 
EJ lal que t, ES y (7, r [;) sea una curva simplo. 

44. Demostrar quo la imagen de uma curva rogular os 
Jocalmente nna líne: 

15. Demostrar que toda curva regular defino exactamente 
dos curvas orientadas. 

A6. Para que una función vectorial r =r (и, v) tenga 
en cierta región derivadas parciales nulas o una diferencial 
nula es necesario y suficionte que el vector r (ш, v) sea 
constante. Demuéstreso esto. 

47. Para que en cada punto de cierta región de cambio 
de los parámetros m y v ol vector r (и, v) sea ortogonal a los 
vectores Ayr (и, 0) y д," (u, v) os necesario y suficiente que 
br (u, v) | = const. Demuéstrese esto. 

48. Sen r == r (и, v) una función vectorial de la clase С'. 
Para que el vector r (и, v) tenga un sentido constante os 
necesario y suficiente que en la región de cambio de los 
parámetros u y v ol voctor r (и, v) sea colincal al vector 
диг (и, v) y al vector д„г (и, v). Demuéstrese esto. 

49. Para que la imagen do una función vectoria] suave 
r =r (и, v) que satisface la condición диг | дг portenozca 
a cierto plano es necesario y suficiente que los vectores 
дыг y дыг sean paralelos a este plano. Demuéstrese esto. 

50—53. Sean ry, ri, Fa, 74 vectores constantes y, además, 
los vectores ry, ra, r4 son no colincales. Hallar las imágenes 
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do las funcionos vectoriales siguientes: 
(50) re rs E ur, A try de ors. 
(51) r= rs + cos ur, - sen ur, Urs. 


(52) r= rs (и HE) r (n) +з. 


(53) r = ry 4- u cos vr, + ш son or, 4 irs. 

54. Mostrar que el plano es una superficie clemontal. 
Escribir cualesquiera dos parametrizaciones suyas. 

55—63. Mostrar que las figuras siguiontes son superficies 
on R? y constmnic sus parametrizaciones: 

(55) Esfora. 

(56) Elipsoide. 

(57) Paraboloido olíptico. 

(58) lMiperboloide de un casco. 

(59) Iiperboloide do dos cascos. 

(60) Cilindro elíptico. 

(01) Cilindro parabólico. 

(62) Cilindro hiporbólico. 

(63) Cono sin vértico. 

64. Soan U una región en R? y f: U — una [unción 
do la clase C^. Mostrar que el gráfico de la función f, o sea, 
el conjunto S = ((z, y, 2) €R? | (x, y) € U, 2 = f (x, 1) 
оз una suporficie elomental de la clase C^, y que la función 
vectorial r (и, v) = (n, v, [ (и, v)) оз su paramotrización. 

65. Mostrar que Loda superficie 5 es localmente nl grá- 
fico de cierta función, o sea, para Lodo punto M € S se puedo 
hallar tm entorno W de este punto en 4? tal, que SN W 
sea el gráfico de cierta función. 

66. Sean г: V — R^, donde V es una región en RP, 
y ди" 4 д," para todos los puntos do V. а) ¿Es una super- 
ficie el conjunto r (V)? b) Mostrar que para todo punto 
(u, v) € V. existo ama región U en RP, tal, que (1, v) € 
EUC V yr (U) es una supei e de la clase C". 

67. Sea la función vectorial r (и, v) = (и, v, 0), donde 
(и, v) ER ((и, v) | v m 0, u >> 0). es una paramotriza- 
ción de la superficie S. a) Determinar la forma de la super- 
ficie S. b) Ifallar una región sobre la cual la función veclo- 
rial p (r, p) = (r cos p, rsen p, 0) es la paramotrización 
do Ja superficie S. Construir la sustitución de las paramotriza- 
ciones indicadas. 


CAPITULO 2 


Lineas y curras planas 


$ L Distintos métodos de representación 


Si la función vectorial r: J +R?, t >F (0) es parame- 
trización de la línea о de la curva, entonces la igualdad 


r=r (t) (1) 


so Пата ecuación vectorial de la linca (curva). Si (ж (D, y (1)) 

»n componentes do la función vectorial (1) con rospecto al 
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares en W?, 
entonces la ecuación (1) es equivalente a dos ecuaciones 
paramétricas 


zr), y=y(). (2) 


Un caso particular de la ropresentación paramótrica (2) 
es la representación explicita de una línea. (curva): 


y = f (2). (3) 


La línea (imagen do una curva) puedo ser dofinida tam- 
bién con ayuda de In ecuación 


F (zx, у) =0 (4) 


que es una representación implícita. 

Bn vez de las coordenadas rectangulares cartesianas se 
pueden ntilizar también Ins coordenadas polaros. 

68. Escribir la ecuación do vna figura plano constituida 
por todos los puntos cuyo producto de distancias hasta 
dos puntos dados F; у F, (| FF, | = 2b) es una magnitud 
constante igual n a? (óvalos de Cassini). ¿Cuáles de ostas 
figuras son lineas y cuáles pueden sor imágenes do curvas? 

69. Se dan una circunferencia con diámetro OA, largo 2a 
y la tangento a ella en el punto A. Por el punto О se traza 
el rayo OC y éste lleva el segmento OM congruente al sog- 
mento HC, comprendido entre la circunferencia y la tan- 
gente AF, Al girar el rayo ОС alrededor del punto O el 
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punto M se desplaza por la trayectoria que se Hama cisoide 
de Diocles. Hallar la ecuación de esta trayectoria. ¿Es una 
línea la cisoide de Diocles? 

70. Un rayo arbitrario OE corta en los puntos D y E 
la circunferencia 


E 


y la tangente a la misma que pasa por el punto C diametral- 
mente opuesto a O. Por los puntos D y E están trazadas las 
rectas, respectivamente paralelas a los ejes Oz y Oy, hasta 
intersecarse en el punto M. Encontrar la ocuación de la 
linea formada por Jos puntos M (curva de Agnesi). 

71. El punto M so desplaza uniformemento por Ја recta 
ON que gira uniformomento alrededor del punto O. ааг 
la ecuación de la trayectoria del punto M (espiral de Arqui- 
medes). 

72. La recta OL gira en torno al punto O con una volo- 
cidad angular constante o. El punto M se mueve por la 
recta OL con una velocidad proporcional a la distancia 
[OM |. Encontrar la ecuación de la línea descrita por el 
punto M (espiral logarítmica). 

73. Un segmento AJ} de longitud constante 2a so desliza 
con sus extromos por los ejos del sistema rectangular de 
coordenadas zOy. Desde el origen de coordenadas está tra- 
zada la recta OM perpendicular a 4/3, Hallar la ecuación 
do la figura formada por los puntos M (rosa de cuatro pétalos). 
¿Es una línea esta figura? ¿Puede ser olla la imagon do una 
curva? 

7^. En torno a cierto punto O de una circunferencia de 
radio a gira un rayo. En esto rayo, por ambos lados del 
punto А а sus intersecciones con la circunferencia, so trazan 
los segmentos AM, y AM, de longitud 2b. Encontrar la 
ecuación de Ja figura descrita por los puntos Af, y М» (cara- 
col de Pascal; cn particular, cuando а == b, cardioide). 
¿Todo caracol de Pascal es una línea? 

75. Una recta х = a corta el oje Oz on el punto А y un 
rayo arbitrario O/? lo corta en el punto B. Ei rayo lleva 
trazados, por ambos lados del punto B, los segmentos 
BM, y BM, congruentes al segmento Л. Escribir la ocua- 
ción de la figura «P formada por todos los puntos M, y Ma 
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s Ф y ФУЛ? ¿Pueden se 


testrofoide). 
est 


Sigur 
s figuras imágenes de curv 
76. Por el punto Æ (a, x/2) dado on coordonadas pola- 
traza una recta paralela al eje polar. Un rayo arbi- 
io OK corta esta recla en el punto K. El rayo lleva 
trazados, por ambos lados del punto K, los segmentos con- 
gruontos KM, y KM, de largo 1. Escribir la ecuación do 
la figura constituida por todos los puntos M, y M, (concoide 
de Nicomedes). ¿Fs línea la concoide de Nicomedes? ¿Puede 
ser olla la imago» de una cnrva? 

77. El segmento AB de longitud « se desliza con sus 
extremos por los ejes del sistema rectangular do coordena- 
das. Las rectas AC y HC, paralelas a los ojos de coordenadas, 
* cortan e ol punto C desde el cual se baja la perpendicular 
CM a la recta. AH. Escribir la ecuación de la figura com- 
puesta por los puntos A (astroide). ¿Ns una línea la astroido? 

78. Encontrar las ecuaciones paramélricas del desarrollo 
de una circunferencia, o sen, de la trayectoria dol extremo 
de un hilo bien lenso que se desarrolla de una bobina plana 
redonda fija. 

79. Un círculo de radio a rueda sin deslizar por una recta. 
Hallar las ecuaciones de la trayectoria del punto Af rígida- 
mente acoplado al círculo y alejado n una distancia d desde 
su centro (cicloide para d == a, cicloide corta parn d < a, 
cicloide larga para d >> a). 

BU. Una circunferencia do radio r rueda sin deslizar 
por la cireunferencia de radio /7 quedando fuera de ésta. 
Jincontrar Ja ocuación de la trayectoria do un punto M de la 
circunferencia que va rodando (cpicicloide). ¿Qué pasa 
cuando r = RY 

81. Una circunferencia de radio r rueda sin doslizar 
por la circunferencia de radio /? quedando dentro de ésta. 
Escribir las eenacionos de la trayectoria de un punto M do 
la circunferencia que va rodando (hipocicloide). ¿Qué pasa 
cuando R = 4r, R = 217 

82. Dada ja curva 


¿Se encuentran sobre su imagen los puntos M (—1, —4), 
N (4, 2), РЧ, 2? llallar Jos puntos de intersección de 


$ 4. Distintos métodos de representación EN 


Ja imagen de Ja curva con los ejes de las coordenadas 
bir la ecuación implícita de la imagen de la curva. 

83. Hallar las parametrizaciones de la circunferencia 
а? + y? — Зас = 0 tomando como parámetro: a) el cocfi- 
ciente angular de una recta que pasa por el origen de las 
coordenadas y un punto de la circunferencia; b) el ángulo 
comprendido entre el eje Oz y una recta que pasa por un 
punto de la circunferencia y su centro. 

84—91. Construir las imágenes de las curvas siguientes: 


у= 4124-1-01. 
2—21-4-1. 
= bcos?L. 
M 
LEER 
y=3—3. 


92. Las paramotrizaciones de una hipérbola se pueden 
lomar de la forma 


н). 960). 


¿Como se mueve un punto por la hipérhola cuando ol pará- 
melro £ croco de —oo a 4-оо? ¿Qué reemplazo dol pará- 
metro hay que efectuar para que la parametrización de la 
rama derocha de la hipérbola tome Ја forma 


x 


x= acho, у= бр? 
93. Mostrar que las ecuaciones 


z=acos0, y = b sen 0 


ie 2! 
+ br 


1 
=i DES 
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son paramotrizaciones de la misma línea. Dibujar esta linca. 
¿Cómo se desplaza wn punto por la línoa cuando cl pará- 
motro t crece de —oo a foo? 

94—104. Señalar qué líneas se definon en coordenadas 
polares por las ecuaciones siguientes: 


(04) r— 4. 

(05) r= 2a cos p, (96) r= —. 

OD rx (98) н Д 
(99) r Бага (100) rm 


(101) r* cos 2p = (102) r = b sen p. 

(103) r = sec? (p/2). (404) r = cosoc? (1/2). 

105. La curva quo tiene la paramelrización r (t) = 
== (x (t), y (D), donde z (t) e y (t) son funciones racionales 
del parámetro 4, se Пата unicursal. Mostrar que una curva 


es unicursal si su imagen puede ser definida por la couación 
que tiene la forma 


Фа (2, Y) + Pra (=, y) 
ondo Pn (z, y) es un polinomio homogéneo de grado n. 
106—110. Mostrar que las figuras definidas por las 
ecuaciones quo siguen a continuación sou imágenes de curvas 
unicursales y hallar las parametrizaciones respectivas: 
(100) z? J- y? — ах = 0. 
(107) al + y? — Зату = 0. 
(108) (ж: y) ж — 2ay? = 0. 
(100) r = a (1 + cos q). 
(110) (z? + y?) z + a? (2? — y?) = 0. 


$ 2. Tangencia. Tangente y normal 


Las ecuaciones de las tangentes a las líneas (curvas) 
definidas por las ecuaciones (1)—(4) del $ 1 tienen, respec- 
tivamente, la forma 


$ 2. Tangencia. Tangente y normal 3 


Y —y =f (0) (X — а), 
Aid (Y — y) Fy = 0, 
donde X, Y son las coordenadas corrientes de un punto sobre 
la tangente, p es el radio vector de este punto, z e y son Jas 
coordenadas del punto de tangencia. Las ecuaciones de las 
normales tienen, respectivamente, la forma 
(p— =0, 
Q—az + (У — u) y’ = 0, 
X — z+ (Y — y) f (2) = 0, 
X—z _ Yy 
We 


Si para dos líneas que tienen na punto común AM, existen 
parametrizaciones nalurales suyas r, = ri (5), ra = ra (5) 
talos, quo гу (s) = гу (sa) = Ma y 

i Vei Go-l- AM) — rs (to Аз) | 

Zim am 00 

adomás k os el máximo entre los números que salisfacon 
а оха condición, entonces se dice quo estas linons en el 
punto indicado tienen una tangencia de orden К. Dos líneas 
tienen on el punto común AM, la Langencia de orden k si, 
y sólo si, oxisten parametrizaciones nat 
e (s), Fa = ra (s) tales, que r, (s) 


zt. 


du, _ dr. dirir, dite, 
Uo Td T ucro “кл ^ magii 


Si para dos lineas que tienen un punto común AM, existen 
parametrizaciones suyas r, = r, (0) r, (0) tales, quo 


ry (to) = r (tp) = M, y, cont 
dry dr, du, ra dorir, dh 
d db? AR Cano Tua 


entonces estas líneas tienen en el punto M, nna tangeucia 
de orden k. 

Supongamos que para una línea está representada la para- 
metrización z = x (t), y = y (t) y la segunda línea está 
representada on la forma implicita F (z, y) = 0. Si on 
cierto punto, que pertenece a ambas lineas, se cumplen las 

ол 
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relaciones 


FG, uo E 


dt 


entonces las líneas tienen en este punto una tangencia de 
orden A. 


111—127. Encontrar las ocuaciones do la tangente y de 
la normal a las líneas y curvas siguientes: 
(411) y = z? + 47 + 3 en los puntos А, J, С con las 
abscisas —1, 0, 1. 
(112) y 
(113) y 
014) y 
(115) x 
(106) 


a? on los puntos A, В cou las abscisas 0 y 1. 


on х en los puntos con las abscisas 0, 1/2, л. 
шщ х си los puntos con las abscisas 0, x/A. 
P — 2t у= 2 +1 en el punto A (t = 1). 
а cos L, y = a son? t. 

a (t — sen t), y = a (1 — cos t). 

«cost, y — b sen t. 

e) у= (бе), = (0—4). 

(120) a" + y? — 3azy = 0 en el punto A (31/2, 30/2). 
(124) (zè + y?) z — ay? = 0 on ol punto А (а/2, al2). 
(122) (аз 4- y*)* — 242 (z* — y") = С. 


(23) Fr 024) Fl 
(425) у? = 2pz. — (126) r = ap. 


(427) r = 2a cos р en el punto A para el cual q == 2/4. 


128. ¿En qué punto la tangente a la parábola y = а? 
forma con el eje Ох un ángulo de 45°? 
129. ¿Puede el ángulo de inclinación de la tangoute en 
cierto punto de la línea y = z? al eje Oz ser igual a 31/47 
130. Mostrar que el ángulo q de inclinación de la tangente 
en un punto arbitrario de la línca 


y=*+2+o—1 


al eje Oz está comprendido doniro de los límites 1/4 < 
< 9 < n. 
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EH. Hallar la tangente а Ja parábola y = 2° que sca 
ela a la recla 


у = 4х — 5. 
132. ¿En qué punto la tangente a la parábola у = 
— Oz -+5 es perpendicular a la recta z — 2y + 8 = 0? 
133. En la ecuación de la parábola у = z* + bx 4 c 
escoger las constantes b y c de modo quo la parábola sea 


tangente a Ja recta y = 3z — 5 en el punto con abscisa 
ys c 


134. ¿En qué puntos con la misma abscisa (no igual 
a cero) las tangentes a las líneas y == 2", y = z^ son para- 
lelos? 

135. Domostrar que sólo una normal de la linoa y = a" 
(п оз un número entero positivo) pasa por el or 


n de coor- 
Чопа 


lallar las tangentes а la curva х = i — 1, y = 
== D -- 1 que sean paralelas a la recta 2z -— y 43 mU, 

137. lkallar las tangentes а la curva z= 0, y 
que pasan por el punto M (—7, —1). 

138. Mostrar quo las líneas 

у = asen (a/a), y = a tg (zla), y = a In (z/a) 
cortan el cjo Oz en un ángulo que no depende de la mag 
nitud a. 

139. Hallar las tangenles a la astroide 

22/3 4 y2 = 3 
quo estén rás alejadas del origen de las coordonadas. 

140. Domostrar que para todo punto M do la hipérbola 
equilatera z* — у? = а? ol segmento de la normal desde el 
puuto M hasta el punlo de intersección con el eje Ox os 
congruente al segmento OM. 

141. Demostrar que todas las normales de la desarro- 
llante de la circunferencia z = a (cos £ + t sen 0), у 
= а (sen t — t соз t) están а una misma distancia del ori- 
gon de las coordeuadas. 

142. Mostrar que si todas las normales do wna linca 
plana pasan por un punto fijo, entonces la línea es una cic- 
cunferencia o parte do ésta. 

143—146. Hallar los puntos do intersección y los ángu- 
los con que se intersecan las líneas Siguientes: 

(143) y? = 4х, z* = 4y. 


e 
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(144) a? 4 
(145) а 
(446) y 
147—149. Domostrar que las líneas siguientes 
secan formando un ángulo recto 
(147) y 
(148) y 
(149) ei — y? = а, zy = b. 


тож, y = cos 2. 


150. Mostrar que la Langente del ángulo formado por la 
tangente a la curva r = r (p) con el radio vector trazado 
al puesto de tangencia se doline por la fórmula 


шн ттр 


151. Mostrar que el ángulo comprendido entro la tan- 
gento y el radio vector en un punto arbitrario de la cardioido 
es igual а la mitad del ángulo polar. 

152. Demostrar que las tangentes a la cardioide r = 
2a (1 — cos p) trazadas on Jos oxtremos de una cuerda 
que pasa por el polo, sou recíprocamonto perpendicularos. 

153. Domostrar que ol ángulo comprendido entre una 
tangente a la espiral de Arquímedes r = aq y el radio vootor 
trazado desde ol polo al punto de tangencia tiende n 90° 
cnando pl > со. 

154. Demostrar que el ángulo p formado por una tan- 
ente on un punto arbitrario do la espiral logarítmica r = 
cat, а > 0, con el radio vector del punto do langoncia, 
es conslamnto. 

155. Domostrar que sólo las ospirales logarítmicas y las 
circuferencias poscon la propiedad indicada en el proble- 
ma 154. 

156. Demostrar que el ángnlo p formado por la tangente 
on un punto arbitrario de la lemniscata de Bernoulli r* = 
= 2a? cos 2p con el radio vector del punto de tangencia ез 
igual а 2р 4$ donde «p es el ángulo polar del punto de 
tangencia. Basándose en esta propiedad, señalar ol método 
de construir la tangente y la normal a un punto arbitrario 


de Ja lemniscata. 
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157. Sean dadas las curvas en coordonadas polares: 
r = r (o) y ri = гу (p). Mostrar que ellas se intersecan for- 
mando un ángulo recto si rr, + r'r; = 0 

58—159. Mostrar que las curvas siguientes so ivtersecan 
formando un ángulo recto: 


(158) r = ae*, re bee. 
(159) r =a (1 + cos q), r = а (1 — cos y). 


160. Supongamos que la tangente a la línea y = y (2) 
en el punto M corta ol eje Oz en el punto 7, y que la normal 
Jo hace en el punto N, suponiendo quo P es la proyección 
del punto M sobre cl eje Oz. Demostrar que las longitudes 
de la tangento 477, de la normal MN, do la sublangonte PT 
y do la subnormal PN so expresan por las fórmulas 


LMT |=|- vires, 
۳| IPN |=} yy l 


LMN =y} VT P, 


161—162. Hallar las longitudes do la tangento, do la 
subtangente, de la normal y de la subnormal do las líneas: 

(164) y = tg z on el punto M con abscisa z/4 

(462) y = gle + e-)Yon un punto cualquiera. 

1363. Hallar las líncas en las cuales Ја longitud de la 
swbnormal cs constante e igual a К 

164. Hallar las líneas en las cuales. la longitud de la 
subtangente es constante e igual a k. 

165. Mostrar que las únicas líneas en las cuales la longi- 
tud de la norma] es una magnitud coustanto son las circun- 
ferencias con centros en el cjo Oz. 

166. ПаПаг las líneas en las cuales la longitud de la 
tangente es una magnitud constante a. 

167. Mostrar que el área S limitada por la tractriz 
(véase la respuesta al problema 166) y el eje de las abscisas 
es finita. 

168. Supongamos que Ja tangente a Ja curva r = r (1р) 
en el punto M corta la recta que pasa por cl polo y es por- 
pendicular al radio vector del punto de tangencia on cl 
punto T y a la normal, en el punto N. Demostrar que las 
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longitudes do la tangente polar M7, de la normal polar MN, 
de la subtangente polar OT y de la subnormal polar ON 
se expresan por las fórmulas 


aria |та, LMN =V AFT, 


LOT bp ION Le |”. 


169. Hallar curvas en las cuales Ja longitnd de la sub- 
tangonte polar es constanto e igual a k. 

170. Hallar las curvas en las cuales la longitud de la 
submormal polar es constante. 

171. Hallar las curvas en las cuales la longitud de la 
normal polar es constante o igual a k. 

172. Demostenr que la longitud del segmento de uua 
tangente a la astroide 

02/3 4 2/3 = a, 


comprendido entre los ejes de Jas coordenadas, es igual a a. 

173. Mostrar que las tangentes a la lemniscata de Bor- 
nonlli r? = 20° cos:2p trazadas on los extremos do la cuerda 
quo pasa por el polo del sistema polar de coordenadas, son 
paralelas. 

174. Demostrar que cada tangente пога la astroido on 
dos puntos en los cuales las tangentes se intersecan en un 
punto que se encuentra en la circunforencia cirounscrila 
cerca de la astroido. 

175. Para quo dos líneas tengan en un punto común una 
tangencia de orden no inferior al primero, os necesario 
y suficiente que en el punto indicado tengan una tangente 
común. Demuéstrese esto. 

176. Demostrar que la línea y = e" sen mz cs tan- 
gente a cada uva de las líneas y = e" o y = е, 

177—178. Hallar el orden de tangencin en el origen do las 
coordenadas de las líneas siguientes: 


77) y = senz, vy-Wur 
(178) y 
179. Demostrar que las líneas 


а^, у = æ sen z. 


y == зеп х, y= e 
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tienen en el origen de Jas coordenadas una tangoncia de 
tercer ordon. 


180. Averiguar qué orden de tangencia tienen las líneas 


?y?—6z—6y-.p10—0, Vi+Vy-2=0 
(220, y 2:0) 
en el punto A (1, 1). 
81. Hallar Ja ecuación de una parábola de la forma 
y = 22 + ax + b que es tangente a la circunferencia z* + 
+ y? = 2 еп el punto M (1, 1). 

182. Hallar la ecuación de la circunferencia que tionc 
con la parábola у = 2? en el origen de coordenadas una tan- 
goncia de sogundo ordon. 

183. Plantenr Ja ecuación de la parábola quo Lione con 
Ја Ипса y = Inz en el punto M (1, 0) el orden más alto 
de tangoncia. 

184. Hallar la línea y == ag + ayz + az? 4-.. 4 а 
que tieno con la línea y = f (x) en el punto A (0, 0 пла 
tangencia de orden п. 

185. Encontrar las ecuaciones: a) de una elipse, b) de 
una hipérbola y c) de una parábola, cuyos vértices coinci- 
den con el vértice A (xR, 2H) de la cicloide z Ra — 
— sen t), y = It (1 — cos t) y que tienen con Ja cicloide ol 
orden superior de tangencia. 


$ 3. Asintotas. Puntos singulares. 
Investigación y construeción de las líneas (curvas) 
Si una línea (curva) 
z—zx() y=y() (1) 


permite una asintota para £ >l, cuya ecuación оз Y = 
= kX + b, entonces 


ess FU T - 
к= limiy be Mm (y (n) ke ()- 


Si la línea (curva) (1) admite una asintota vertical para 
L —> ts, entonces la ecuación de esta última liene la forma 
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x= а, donde 
a=lima(0), Vm y(i) = ос. 
tata Te 

Supongamos que una curva está dada por la parametri- 
zación r =r (t) y M "(fo es un punto suyo tal, que 
r’ (l) = 0. A este punto A7 lo llamaremos irregular. 

Soa r” (tp) la primera derivada distinta del cero y sen 
1? (ta) la primera entro las derivadas по colineales al vector 
r(? (la). Entonces son posibles los casos si 


4) p os impar, q es par; 
2) p es impar, q es impar; 
3) p es par, q os impar; 
4) p es par, q es par. 


En el primer caso la imagen de una curva en el oulorno 
del punto M. tiene la misma forma que en el entorno de uu 


r“ 


y” 


Vig. Fig. 2 


punto regular. Eu el segundo caso el punto M es un punto 
de inflexión. En el tercer caso el punto M se Пата punto 
de retroceso de primer género. En su ontorno nna curva se 
comporta. del modo que se! muestra en la fig. 1. En el 
cuarto caso el punto M se denomina punto de retroceso de 
segundo género. En su entorno una curva tiene una forma 
tal como se indica en la fig. 2. 

Supongamos quo wna figura plana 2 definida por In 
ecuación 


F (z, y) = 0, (2) 
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donde F es una función suave, posce las propiedades: 

a) existen los puntos M,, ..., My de la figura 1 talos 
quo la figura 1, => (My, - + ., Mi) оз una línca; 

b) ninguna de las figuras LU (M;) (i= 1, 2, ..., k) 
es una línea. 

Entonces la figura 1 so llama línea de puntos singulares 
My Ma, ..., Му. Singulares puedon ser sólo tales puntos 
en los cuales Fy (2, y) = 0, P, (z, y) = 0. Un punto sin- 


Y 
$ 7 = 
Vig З 


gular M de Ja línea (2) se denomina punto singular doble, 
si on él al menos una de las segundas derivadas parcialos 
do la función / (z, y) os distinta Че cero. 
Si por un punto singular doble M pasa una línea clemen- 
tal que pertenece a Ja línea (2) y en osto punto Fyy 750, 
entonces el coeficiente angular k de la tangente a esta línea 
elemental so halla de la ecuación Fyz + 2P,,k + F yyh? = 0. 
Si en el punto singular doble so cumple la condición 
Fiu == FxsP yy >0, entonces en el entorno do este punto 
se pueden destacar dos líneas elementales que pasan por cl 
mimmo. , Un punto así se llama punto múltiple. Si Pi, — 
xxl" yy < 0 en ol punto M, entonces en cierto entorno 
miyor p lemás de este mismo punto, no existen otros puntos 
quo satisfagan a Ja ecuación (2). Un punto así so dico aislado. 
i Piy — Fal = 0 en el punto M, éste puodo ser punto 
do retroceso de primero o segundo género o punto autotan- 
gencial. En este último caso en cierto entorno del punto la 
línea tiono una forma tal como se muestra en la fig. 3. 
Investigar una. linea, esto quiere decir averiguar el con- 
junto de las propiedades más importantes de la misma que 
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permitan construirla con exactitud suficiente. Entre las 
propiedades más importantes se pueden citar la presencia 
o ausencia de puntos singulares, puntos de inflexión, asínto- 
tas, puntos múltiples, puntos en los cuales las tangentes son 
paralelas a los ojes do coordenadas y en los cuales la línea 
corta estos ejes. 

186—191. Hallar las asíntotas de las líneas delinidas 
por las ecuaciones en forma explícita: 


(186) y, (187) yz. 
(85 E 180) y EE, 
(m0) gH. (uM) E 


192—194. Hallar las asíntotas de las curvas ropresenta- 
das por las ocuaciones en forma paramétrica: 


2 $ 
(92 == тро. "GOO: 
à E 1 
(193) а-л, r=- 
з 
(104) х= UA x “=a 


105—197. ITallar las asintotas de Jas Jinoas dolinidas 
por las ecuaciones implícitas: 

(195) ay? — y? — 62 = 0. 

(196) zy? = a? + 22%. 

(197) (z* — y*) (z — y) = 1. 

198—199. Hallar las asíntotas de las curvas definidas 
por las ecuaciones en coordonadas polares: 


(498) r=- gt (concoide de Nicomedes). 


(199) ےم‎ ктт (cisoide de Diocles). 


[T 


200—204. laliar los puntos singulares de las líneas 
definidas por las ecuaciones siguientes: 


(200) y = 29 + zè. (201) 22 = y? + a. 
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(202) p = 23 — 22, (203) z*y* = z* + y? 

(204) 4y? = = + 52% 

205—209. Hallar los puntos singulares y escribir las 
ecuaciones de las tangentes en los mismos para las líneas 
siguientes: 

(205) (z? + у?) x — 2ay* = 0 (cisoide de Diocles). 

(206) (2° + y?) (y — a)? — Py? = 0 (concolde de Nico- 
medes). 

(207) (2a — 1) у z (х — a)? (estrofoide). 

(208) (2* + y*)* = 2a* (z? — y?) (lemniscata de IHernoul- 
н 


i). 

(209) (z* + y? — 2az)” = Ла? (z* + y?) (cardioide). 

210—212, ¿Existen la tangente у la normal en los puntos 
indicados de las líneas siguiontcs? 

(210) y = х sen (1/2) en el punto х = 0. 

(211) y = х (1 + е) en el punto z = 0. 

(212) y = (1 + e070)-1 on ol punto z = 1. 

213. Mostrar que las coordenadas del punto do inflexión 
de la línea definida por la ecwación / (z, y) = 0 salistacon 
a la ocuación 

Ре — DF ¿y UE ge Е, ГЪ = 0. 

214. Hallar la ecuación que determina los puntos de 
infloxión de la curva reprosentada por la ocuación r — 
= r (p) en coordenadas polares. 


215—222. Investigar y construir las líneas definidas 
por las ecuaciones en la forma explícita: 


(215) y (216) y = 
(217) y= (218) y «In : 
(219) (220) y=- 


(221) y ет». (222) y =e. 
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238. Investigar y constrwir las imágenes do las 
curvas dadas por las ecuaciones paramótricas: 


(223) z= Ds к y- us (folio de Des- 
cartes) 
, a Es 
(224) => u= MER. 
з я 
(225) == е, => 
" a t (AL — £7 
(26) zu. yu. 
(227) хе, y= 2108—09). 
(228) x= 
a 
(220) a E, = qr 
(230) 2612, y =3 (4-1). 
(23) 21, у= 0. 
9439 5 o - 
(232) г р-р, у=. 
9 t(1--20) 
(233) == X, у= AA 
(234) ae, у= 0405. 
onr 5n 5n 
(235) == r, у= .اچ‎ 
a 62) 2) 
(236) z= LARE, у= E 
At 


(237) ==. 


(238) z= 2sen t, 


239—274. Investigar y construir las líneas (con poulos 
singulares) definidas por las ecuaciones: 

(239) Y? — y^ + 1 = 0. 

(240) ху? — y? — 4r = 0. 


$3. Investigación y construcción de las líneas 4% 


(241) x (2? -+ y?) — у -+ z = 0. 
Q2) m = a +2. 
(243) a + y* 
(244) z* — hay? — 
(245) (a? — y?) = 2x. 

(246) (а — y?) (= — y) = t. 
(247) (z — y) zy + 24y=0. 
(248) y? + y = 1. 

(249) 23 + zy — 21 — у? = 0. 
(250) z? -+ y? == zy. 

(251) a — y + + 2y* = 0. 
(252) a” — ay ba? + y ^ 
(253) (z* — y*y* = a? (z? + y?). 

(25) a= — (5-1). 

(255) = (21 — 3y?) — 4 (2? + y?) = 0. 
(256) + у = z? + y’. 

(257) 2? + ay? + 22 س‎ y? = 0. 

(258) al - y* + 2? — y? = 0. 

(259) xy? = (к — 1). 

(260) 2" + y* — 2zy = 0. 

(261) 22 = y? +2 

(262) (z + 1) (= 1-2) y? = 22. 

(263) y? = z — 21° + х. 

(264) (22 + y)? = ay. 
(265) 32 + y — z? = 0. 
(266) z? — 27 (z — y} = 0. 
(267) 2? — xy? + ay? = 0. 
(268) х^ — z* + 4z^y — Ay? = 0. 
(269) z* — 22у + y = 0. 


ду = 0. 
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(270) a? -| afy? — dSaty + Uy? = 0, 
(271) 4 yh = Say. 

(272) 29 — a yo = 0. 

(273) a" — y 
(274) (+ 12) 


275—281. Investigar y construir las imágenes de las 


curvas definidas por las ceuaciones en coordenadas polares 
(a veces generalizadas): 

(275) r = ще (0/2). 

(270) ‘p (a =0) (espiral de Fermat). 


(077) Pp == až, a 40 (bastón). 

(278) г? = «^w, a 40 (espiral de Galileo). 
(279) r ma | T ар 0, 1>0, ф >0. 
(280) r 
(281) r 


a son (p/2), а >0. 


а seii Зр, a 20 (rosa de tres pétalos). 


$ A. Familia de líneas. Envolvente 


Sea dada la ecuación de una familia monoparamétrica 
de lineas 


le, y C) =0, (1) 


donde C es un parámetro. El conjunto de todos los puntos 
que satisfacen al sistema do ecuaciones 


I (xz, у, С) =0, Ро (2, y С) =0 (2) 


so llama discriminante de una familia (1). 

Si FP, y Fyen los puntos del discriminante no se anulan 
simultáneamente, entonces el discriminante coincide con la 
envolvente de la familia, o sea, con una línea tal, que on cada 
punto suyo toque cierta linen de la familia. En el caso con- 
trario el discriminante uo puede ser envolvente. Este case 
requiero una investigación suplementaria. 

El discriminante de una familia representado por una 
ecuación en [orma vectorial r =r (t, C), se deline por ol 


$4 Familia de lineas. Envolvente A 


sisloma de ecuaciones 
r=r( C) Fo X Fo =v. 

282—284. Investigar las familias de líncas y trazac las 
figuras: 

(282) Cz" + y? = Cr. 

(283) a? + 2Cy = 22у. 

(284) х = cos u ch v, y = sen u sh v para а) v = const, 
b) u = const. 

285. Demostrar que cada línea de Ja familia y (z, y) = a 
es ortogonal a toda línea de la familia p (z, y) == b on el 
punto común a ambas, si se cumple la condición 

дф йф дф __ 
ar бе ay oy О 
286. Mostrar que la familia de líneas ortogonales a las 


lineas de la familia Ф (х, y) = a se define por la осил 
diferencial 


de dy 


E TES 

287. Mallar Ја familia de lineas ortogonales a un haz 
de rectas. 

288. Hallar la familia de líneas ortogonales a la familia 
de ciromnforencias tangentes al oje Oz en el origen de cooedo- 
nadas, 

289. Hallar la familia de líneas ortogonales a la familia 
de parábolas y? = 2az. 

290. Hallar la familia de lineas ortogonales a la familia 
de circunferencias que pasan por dos puntos fijos. 

291—299. Hallar la envolvente de las familias siguiontes 
de líneas (con puntos singulares): 


(291) (к — C? + y = аз. 

(292) (z — C} + (y — CJ = c. 
(293) z cos C + y sen C — p = 0. 
(294) y = (z — CY. 

(295) y? — (x — CP = 0. 

(296) y —(z — C = 0. 
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QIT) 3 (y — CP — 2 (« — cy = 0. 
(298) (1 — €?) x + 2Cy — а = 0. 
(299) C? (x — а) — Cy — а = 0. 

0. Hallar Ja envolvente de la famil 


n con los ejes de coordenadas t 
5. 


a de rectas quo 
ngulos do área cons- 


La circunferoncia 22 -+ y? = R? es envolvente do la 
familia de rectas Az 4 Hy +C O. ¿A qué relación 
deben satisfacer los coeficientes A, B, C? 

302. Hallar la ecuación de la envolvente de una familia 
de rectas sobre Jas cuales está ol segmento de longitud 
constante а si los extremos de este último se deslizan por 
los ejes del sistema rectangular de coordenad 

303. Hal la envolvente de una familia de rectas que 
son los lados de un ángulo recto que se desplaza por о) plano 
(е modo que uno do sus lados paso por un punto fijo /^ y ol 
ángulo recto circunscriba: a) una recta; b) una circunferencia. 
04. Una recta gira con velocidad angular constante 
alrededor de un punto que se mueve uniformemente por otra 
segunda recta. Hallar Ja envolvente de esta familia de rectas. 

305, Hallar la envolvente do la familia de circunferen- 
cias de radio r enyos centros ciremnscriben una circunforon- 
cia de radio It. 

306. Hallar la envolvente de fami de circunforen- 
cias construidas, como on los diámetros, sohre los radios 
vectores focales de la parábola dada. 

307. lIallar la envolvente de la fam 
cias construidas, como en los 
focales de la parábola y? = 2pz. 


308. So da una clipse Р = 1. En las cuerdas 


paralelas a uno de los ejes de simetría, como en los dime- 
tros, se construyen circunferencias. llallar la envolvente 
de cada familia de circunfencias. 


de circonferen- 
metros, sobre Jas cuerdas 


309. Sobre las cuerdas de la hipérbola 25 — 5 =1 
paralelas a uno do Jos ejes de coordenadas se construyen, 
como en los díámotros, circunforencias. Hallar la envolvento 
de cada familia. 


$5. Longitud de nn arco. Cnurvolura A9 


310. Uallar,la onvolvente, do la familia de circunferen- 
cias construidas, como sobre los diámclros, sobre las cuerdas 
do la parábola y? — 2pz que son perpendiculares al ojo de 
esta última. 

311. Se da una familia de parábolas de parámetro p los 
ejes de las cuales son paralelos a Oz y los vértices circuns- 
criben una parábola y? = 27х. Hallar la envolvente de 
esta familia. 

312. Hallar las condiciones a las cuales deben satisfacer 
los puntos de Ja envolvente de la familia de líneas 
F (x, y, a, б) = 0, dondo a y B están vinculados рог la 
relación q e В) = 0. 

313. Hallar la envolvente do la familia de línoas 
ТОР" =1, donde p+q=1. 


314. Hallar la envolvente do la familia de rectas z - 


tá = 1, los parámetros a, В están vinculados por la rola- 


ción a" 4- B" — a" = 0, a = const. Señalar los casos 
para m — 2, 1, —2. 

315. Desde el punto dado, bajo diferentes ángulos al 
horizonte en un plano vortical y con la misma velocidad 
inicial us, se arrojan puntos materiales. Hallar Їл envolvente 
de sus trayoctorias (parábola do seguridad). 

316. Los radios de la circunferencia 22 + y? = a? so 
proyectan sobre los ejes do las coordenadas. Sobre las proyec- 
ciones, como sobre los semiejes, so construyon elipses. 
Encontrar Ja envolvente de esta f. a de clipses. 


$ 5. Longitud de un arco. Curvatura 


La longitud del arco de una curva definida por las ecua- 
ciones 
z= z(t), y= y (t), 

у= у (2), 

r=r(p) 
se calcula por las fórmulas 
ta 
j VI?Fy?dt, 
5 


401435 
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к 
s= | METETA 
А 
РЯ 
se уятта, 
а 
respectivamonto. 
La curvatura de una curva se calcula por las fórmulas 
A E M 
егеу 00 


ER e 
ET 


Id 
= pry ' 


respectivamente. 

| La circunferencia osculatriz de una curva en ol punto 
dado tiene con la curva una tangencia no inferior a la de 
segundo orden. El centro do la circunferencia osculatriz 
se llama también centro de curvatura de la curva en el punto 
dado. Su radio denominado también radio de curvatura de la 
curva. en el punto dado se encuentra por la fórmula R = 1/k. 
El círculo limitado por la circunferencia osculatriz se llama 
frocuentomente círculo de curvatura de la curva. 

317—322. Encontrar la longitud del arco comprendido 

entre dos puntos arbitrarios M, y M, de las curvas siguion- 
Los: 


(317) y = ал. (318) y = In z. 
z T 
(319) y ach 2. (820) у= Ја T. 


(321) z = a (cos t + t son t), y = a (sen t — t cos t). 
(322) z = a (ln tg (1/2) + cost), y = asen t 


323--328. Encontrar la longitud del arco comprendido 
entre los puntos indicados de Ías curvas siguientes: 


(323) y=incosz, z,— 0, z=. 
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(324) у= = V Z— V, puntos do intersección con el 
eje Oz, 


(825) y= 4-22 na, a =1, 2 =4. 

(326) y=Inseex, 1 =—1/3, 2, 7/3. 

(327) at sh2, y=2cht, t,=0, t, —2. 
(328) z= 8at?, у= За (22 —1%), t,=0, = У. 


329. Hallar la longitud del arco de la parábola r = 
= а sec? (0/2), cortado рог el eje Oy. 

330. Hallar la longitud de una onda de una cicloido. 

331. Hallar la longitud de una rama do una opicicloido 
(hipocicloido) (véanse los problemas 80, 81). 

382—335. Hallar la longitud de toda la curva: 


(332) х = a cos? t, у = a son? t. 
(333) r = a (1 + cos 9). 
(334) r = a cos* (p/4). (335) r = a sen? (q/3). 


336. Hallar la longitud del arco de la primera vuelta 
de la espiral de Arquímedes r — aq. 

337. Mostrar que la longitud del arco de la espiral loga- 
rítmica г = ca? п partir de un punto arbitrario hasta ol 
polo, es igual a la longitud de la tangento polar trazada con 
respecto a la espiral en este punto. 

338. Hallar la ecuación de una línea, cuya longitud dol 
arco, medida entro cierto punto fijo A y un punto arbitrario 
M, es proporcional al coeficiente angular de la tangente 
trazada en el oxtremo del arco. 

339. Demostrar que la longitud del arco de una catenaria 
y — ach (z/a) a partir de su vértice hasta cierto punto es 
igual a la proyección de la ordenada de este punto sobre la 
tangente trazada on este punto. 

340. Mostrar que el área limitada por una catenaria, dos 
ordenadas de sus puntos y pur ol eje de las abscisas, es pro- 
porcional a la longitud del arco correspondiente, además, 
como coeficiente de proporcionalidad sirvo el parámetro a 
de la catenaria. 


m 
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341. Demostrar que el producto de Jas longitudes do 
arcos medidas entre el vértice de una calonaria у los puntos 
de Langencia de dos tangentes reciprocamente perpendicula- 
тоз, es nna magnitud constante. 

342. Encontrar la parametrización natural de una cir- 
cunferencia. 

343. Encontrar la parametrización natural de la cate- 
haria 


y = a ch (т/а). 
344—353. Hallar la curvatura de las curvas signientos: 


(344) y = sen z. (345) y = a ch (2/0). 
(346) = ра. (347) z = 0. у = P. 
(348) x = a cos t, y = b son l. 

(349) a: = a ch t, y bsht. 

(350) z = а (t — sen 1), - a (4 — cos 1). 
(351) ж == а cos? L, у = а sen? 1. 

(352) r = ар. (353) r = a (1 + соз q). 


354. Hallar la curvatura de la línea dofinida por la 
ecuación 
F (z, y) = 0. 


355—356. Mallar la curvatura do las signientos líneas: 


357. Calcular la curvatura de la línea y — z* en el 
punto O (0, 0). 

358. Las líneas son dadas por su ecuación diferencial 
P (х, y) dz + Q (z, y) dy = 0. Hallar la curvatura de las 
mísmas. 

359. Demostrar que en un punto arbitrario de la línoa 
es válida la igualdad 


1 2h 
ke Us 
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donde A es la distancia comprendida desde el punto 
de Ја línea para el valor del parámetro s + As hasta Ја 
tangente trazada en ol punto de la línea para el pará- 
metro s. 

360. Demostrar que el radio de curvatura de la cardioido 
r = 2a (1 — cos p) en un punto cualquiera, сз igual a 2/3 
do 1a longitud de Ja normal en ol mismo punto. Sefialar cl 
método de construcción del centro de curvatura para cual- 
quier punto de una cardioido. 

361. Demostrar que el radio de curvatura de la paráhola 
y ==2"/2p os igual a A = pícos a, dondo c es el ángulo 
de inclinación de la tangente con respecto al ojo de las 
abscisas. 

362. Demostrar que el radio de curvatura do la espiral 
logaritmica r = сат on wn punto cualquiera es igual a la 
longitud de la normal polar para oste punto. Utilizando 
esta propiedad, mostrar un método do construir la circnn- 
ferencia osculatriz en cualquier punto de Ja espiral logarít- 
mica. 

363. Calcular el radio de curvatura y señalar e] método 
de construir el centro de curvatura en un punto arbitrario de 
In trayectoria z = a (In tg (0/2) + cos t), y = a son t. 

364. Demostrar que el segmento que une un punto arbi- 
trario de una cicloide con el centro de curvatura, correspon- 
diente a este punto, so hiseca por 1а baso do in cicloide. Seña- 
lar el método respectivo do construir el centro de curvatura 
para cualquier punto de una cicloide. 

365. Mostrar que Ja ordenada de un punto cualquiera 
de una catenaria cs media proporcional entro su parámetro 
y el radio de curvatura en este punto. 

366. Mostrar quo el radio de curvatura de la lemniscata 
de Bernoulli r? = 2a? cos 2p en cunlquior punto suyo es 
ires veces menor que la longitud de la normal polar en este 
punto. Basándose en esta propiedad, señálese cl método 
de construir el centro de curvatura en un punto arbitrario 
de una lemniscata. 

367. Señalar el método geométrico de construcción de 
los centros de curvatura correspondientes a los vértices de 
una elipse. 

368. Escribir las ecuaciones de circunferencias osculatri- 
zes en los vértices A (a, 0), B (0, b) de una elipse. 
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369. Escribir la ecuación do una circunferencia osculat- 
riz de la línea y = son z en el punto A (1/2, 1). 

370. Hallar la circunferencia osculatriz de una hipér- 
hola equilátera zy = 1 cuyo radio tiene el valor mínimo. 

371—373. Mallar sobre las curvas puntos en que la cur- 
valura toma el valor extremo (vértices do las curvas): 


(8) уе. MID 
(873) rase (6/3). (372) leo inci 


374. Para que dos líneas en un punto común tengan una 
tangoncia no inferior al segundo orden es necesario y sufi- 
ciento que tengan la tangento común y los vectoros de curva- 
tura iguales, Demuéstroso esto. 

375. Mostrar quo on ol punto do una linoa on ol cual el 
radio de curvatura tiono ol máximo o el mínimo, la línea 
tiene con la circunferencia osculatriz una tangoncia no info- 
rior al tercer ordon. 

376. Hallar las coordenadas del contro y el radio de 
la circunferencia osculatriz de la parábola y? = 2pz. ¿En 
qué punto de la parábola la circunferencia tiene con la 
misma una tangencia de tercer orden? 

377. Supongamos quo las líneas I, y l, que se tocan en 
el punto Af se encuentran en el entorno de esto punto por 
wn mismo lado con respecto a la tangente y 0 < Jt < ka, 
donde Кү, k, son las curvaturas de las líneas en о] punto M. 
Demostrar que en el entorno del punto M la línea 1, onvuelve 
la linoa ly 

378. Si on un punto A el radio do curvatura tiene ol 
máximo, ontonces la línoa en el entorno dol punto A so 
encuentra dentro del círculo de curvatura. Demnéstroso 
esto. 

379. Si on un punto A la curvatura tiene un mínimo, 
entonces la línea en el entorno del punto A se encuentra 
fuera del círculo de curvatura. Demuéstrese esto. 

380. Hallar una parábola y = az? + bz + c que tenga 
con la sinusoide y = sen z on el punto A (2/2, 1) comunes 
la tangente y la curvatura. 

381. La circunferencia 2° -+ y? = 5 es osculatriz en el 
punto A (1, 2) a una parábola, cuyo eje es paralelo al eje Oz. 
Hallar ln ecuación de esta parábola. 


$6. Ecnaciones intrinsecas 55 


$ 6. Evolutas y cvolventes. 
Ecuaciones intrínsecas 


La evoluta, о зва, la figura constituida por los centros 
de curvatura do una curva definida por las ecuaciones (2) 
del $ 1 tione las ecuaciones 


к; y A y РА y Sp 
X=1—Y y-P£y Y =y4-x туа" 


Llámase evolvente de la curva dada y а Ја curva y* con 
respecto a la cual y es evoluta. Si la curva y está definida 
por la ecuación r = r (s), ontonces la ecuación de la familia 
do sus evolventes tiene la forma p =r + (A — 5) t, donde f 
es el vector unitario de la tangente a la curva y y А os un 
parámotro arbitrario. 

Vamos а atribuir a la curvatura de la curva un signo 
determinado, calculándola por la fórmula k= == 
= æ, dondo « es el ángulo quo la tangente a la curva forma 
con el eje Oz. En lo sucesivo Jos puntos colocados encima 
de la Jotra siempre designan la diferenciación del parámetro 
en cuya calidad se toma Ja longitud del arco. Se denominan 
ecuaciones intrínsecas de la curva a las ocuacionos de la 
forma 

k == k(s F (k, s) = 0, 
k = k (1) s = s (1). 


Si so dan Jas ecuaciones intrínsecas de nna curva, ontonces 


la paramotrización de la curva puede sor definida do la 
forma 


z= {| cosa(s)ds, y= È sona (s)ds. 


382. ¿Cómo es Ja evoluta de una circunferencia? 
383—592. Encontrar las ecuaciones y trazar las ovolutas 
de las enrvas siguientes: 


(383) z = a cos t, y = b sen t. 
(384) x = acht, y=bsht. (385) y = z*. 


(386) y = 22%, k es un número natural mayor que la 
unidad. 

(387) y 

(388) y 


z^, k os un número natural cualquiera. 


nz. — (389) y = sen z. 
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(300) y = lux, —n/2 < = < n2. 
(391) z = a (In tg (1/2) + cost). — y —asen f. 
(392) r = a (1 4- cos q). 


rar que la evoluta de una cicloido es una 
cicloide congruente a la dada. 

394. Mostrar que Ja ovoluta de una astroide es una as- 
troide semejante a la dada, con la razón de semojauza igual 
a 2, vuelta con respecto a Ja dada en un ángulo 1/4. 

395. Mostrar que la evoluta de una espiral logarítmica 
r = са" es una espiral logarítmica obtenida de la dada, ha- 
cióndola girar alrededor del polo en cierto ángulo. 

396. Hallar tal condición para el parámetro a de la 
espiral logarílmica r = са? que la evolula do la espira 
coincida con la misma espiral. 

07. Encontrar las ecuaciones de evolventes de la cir- 
cunferoncia a? -|- y a? y trazar el dibujo. 

398. Eucontrar Ja ecuación y trazar ol dibujo do la 
evolvente de la calonaria y = a ch (2/0) quo pasa por su 
vórlico. 

399. Encontrar las o 
hola 


ciones de evolventes de la pará- 


med, у= Ph. 


400—402. ПаПаг las longitudos de arcos de jas curvas 
citadas a continuación, representando estas curvas en forma 
de ovolntas de ciertas otras curvas. 

(400) Do Ја astroido c = a cos? t, y = a sen? t. 

(401) De una onda de la cicloide z = a (t — son t), y = 
= a (4 — cos t). 

(402) Do la cardioide r = a (t + cos q). 

408—407. Encontrar las ecuaciones intrinsecas de las 
curvas: 


(403) y = 2772. (404) y = In z. 
(405) х = a (cost + tsen t), — y = a (sent — t cos t). 
(406) ж = a (In tg (t/2) + cos 0), y = a sen t. 

(407) r = a (1 + cos q). 
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Aü8—411. ¿Qué curvas se definen por las ccunciones 
intrínsecas siguientes: 

(408) k — a. (400) R = as. 

(410) R = (a? + slat. (414) s? 4 R? = 160. 

412—415. Encontrar las parametrizacionos do las curvas 
para Jas cualo: 

(412) Л son? a (413) R 

(414) R = ао. (415) s= atga. 

^16. Demostrar que la cicloide es nna línea isócrona. Esto 
quiero decir que si la onda de la cicloido se coloca en el 
plano vertical con el vértice A hacia abajo, entonces el 
tiempo empleado por un punto mate l para Ja traslación 
por la cicloide bajo In acción do la fuerza do gravedad do la 


‘Tierra a partir de cierta posición inicial M hasta cl vért 
no depende de Ја pos inicial del punto mati 


CAPÍTULO 3 


Curvas y lineas espaciales 


$ 7. Fouaciones de curvas y de líneas 


La parametrización 


r= 


"0 a) 
de una curva (o de una línea) on 7? la Hamaremos ecuación 
vectorial paramétrica de esta curva (de esta linen). Sir (I) = 
=: (r (0), y (0, z (1), entonces las ecuaciones 


= х (0), yeu z= z(t) (2) 


se denominan paramétricas. 
Senn P (x, y, zy y G (x, y, 2) dos funciones suaves y 1 es 
un conjunto de soluciones del sistema 


Fy 3 =0, G(r, m 2) = 


(3) 


Si en el punto M € ! los vectores 
grad F9 (A, Apt. 9,F) y grad = (AG, 0,6, 0,0) 
no son colinenles, entonces en ol entorno dol punto Af cada 
una de las ocuaciones (3) define una superficie y la intor- 
sección de ostas superficies es una línea que se contione en 
el conjunto 0. 

417. Un cilindro circular está definido con respoolo al 
istema rectangular de coordenadas por la ecuación z? + y? = 

а?. Supongamos que un punto M se mueve por este 
cilindro de modo que su proyección sobro el eje Oz se desplace 
por oste eje con velocidad constante, y su proyección sobre 
el plano хОу gire uniformemente рог la circunferencia, La 
trayectoria del punto M se Mama hélice. Escribir las ecuacio- 
nes paramétricas de la hélice y hallar sus proyecciones sobre 
los planos de las coordenadas. 

418. Un punto M se mueve a lo largo de la generatriz 
de un cilindro circular con velocidad proporcional al camino 
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recorrido; con ello el cilindro gira en torno a su propio oje 
con velocidad angular constante. Hallar las ecuaciones para- 
métricas de la trayectoria del punto M. 

419. Hallar la curva cuya imagen es la intersección de la 
esfora de radio R y del cilindro circular de diámetro R, una 
de las generatrices del cual pasa por el centro de la osfera. 
Esta curva se llama curva de Viviani. 

420. La recta OL, no perpendicular al eje Oz, gira uni- 
formemente alrededor de éste con una volocida! angular 
constanto o. El punto M so mueve por la recta OL: a) con 
una velocidad proporcional a la distancia OM del punto 
movible hasta e] punto O; b) con velocidad constante. En 
el primer caso el punto M circunscribe una espiral cónica 
y on el segundo, nna hélice cónica. Escribir las ecuaciones 
pnramétricas de estas líneas. 

421. Los cjes de dos cilindros circulares do radios a y b 
se intorsecan bajo ol ángulo recto. En la intersección do [оз 
cilindros so forman dos línens cerradas cuyo conjunto so 
llama bicilíndrica. Escribir las ccnaciones implícitas de 
una bicilíndrica, soñalar una de sus parametrizacionos. 
¿Qué pasa si а = b? 

422. Mostrar que la imagen do la curva х = at cos t. 
y = al son f, z == а%%/2р se encuentra sobre el paraboloide 
de rotación y su proyección sobre хОу os una espiral do 
Arquímedes. 

423. Ulallar las proyecciones de la imagon do la curva 
z= t, y = l, z = t sobre los planos de coordenadas. 

424. Mostrar que la imagen de Ja curva z = a ch f, y = 
= b sh £, z = сі se encuentra sobre un cilindro hiperbólico. 
Hallar sus proyecciones sobre los planos de las coordonadas. 

425. Hallar la proyección sobre el plano хОу de la línea 
de intersección del paraboloido hiperbólico z= х? — y? 
y del plano z + y — z = 0. 

426. Domostrar que la proyección sobre el plano 402 de 
la línea de intersección ut paraboloide elíptico z = y? + 2? 
y del plano z — 2y + 43 — 4 = 0 es una la мела de 
Tdi It — 3 con centro on el punto M(O, 1, 2). 

427. Mostrar que la imagen de la curva z = a cos? 1, y = 
= a sen? f, z = a cos 2t se encuentra en la parte acotada del 
cilindro cuya directriz os una astroide y cuya genoratriz 
es paralela al eje Oz. 
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428. Representar la imagen do la curva л ‚у=, 
2 -= ef on forma de intorsección de dos superficies. 

429. Mostrar que la imagen de la curva z — sen 2p, y = 
= 1 — соз 2p, z = 2 созар se encuentra sobre una esfera y 
es Ja intersección de los cilindros parabólico y circular. 

430. Mostrar que la imagon de la curva х = a son? t, y = 
= b son £ cos t, 2 = c cos t se encuentra sobre un elipsoide. 

431. Mostrar que la imagen de la curva z = t cos t, 
y = t sen t, z = cl se encuentra sobre un cono circular. 

432. ¿Qué resulta de la intersección de los hiperboloides 
de una hoja 22 — y? + 22 = 1 e y! 4 22 = 4? 


$ 8. Sistema de referencia de Frenct. 
Longitud de un arco 


Para wma curva (linea) representada on el espacio А 
Jos vectores del sistema do roferoncia do Frenet so designan 
con f, п y b, con ello los ejes do coordenadas y los planos 
tienen nombres especiales: el eje del vector ! es tangente, 
el eje del vector т se Пата normal principal, el ojo del vector 
bso Hama binormal,el plano de los vectores n y t es osculador, 
el plano de los vectores n y б se denomina normal y el plano 
de los vectores £ y b se denomina rectificante. 

Las ecuaciones de la tangente a la curva definida por las 
ecuaciones (1) y (2) del $ 7 tienen la forma 


R=r4vwr, 


E 
== 


respectivamente, donde 7! es el radio vector del punto 
corriente do la tangente y X, Y, Z sou las coordenadas dol 
vector Л. 

Ecuaciones de la normal principal: 


R =r +A( xr") xr), 


o bien 
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y 


=y+h (z 
ya 

Z= à 
244 (v |5 E 
Ecuaciones de la binormal: 


H-r4À (rn xr"), 
o bien 


Xr Y—y 


TEST gram 
vcr sat 
Ecuación del plano osculador: 
(Н = пут" =Q, 


o bien 
X—z У—у Z— 


Ecuación del plano normal: 


(Н —r)r" =0, 
o bion 
(X —32 4 —ny (2 — 3) 3 
Ecuación del plano rectificante: 
(R п) (r xr) =0, 


o bien 
X—z Y—y Z-z 


z rije | 


[t g^ 
atat 


ya 
Los vectores unitarios de la tangente, de la normal prin- 
cipal y de la bínormal se hallan por las fórmulas 


T 


(r' xr") xr bo XC 
wi? 


ix ERT те 
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La longitud del arco de la línea, o el paramétro natural, 
so determina por la fórmula 


t 
s= | үт руз їз. 
% 


433—435. Encontrar las ecuaciones de las tangontos a 
las curvas en los puntos indicados: 


(433) x = sec t, y = tg l, z = at para t = n/å. 
(434) x = е, y = еті, 2 = 12 para t = 1. 
(435) ж == e' cos t, y == e' sent, z = е para t = 0. 


Ч outrar las ecuaciones de la tangonto a la curva 
ж == a (t — sen t), y = a (1 — cos t), z == 4a sen (1/2) 
en ol punto £ = n/2. ¿Qué ángulo forma esta tangento con 
el eje Oz? 

¿En qué puntos la tangente a la curva z = 3t — 13, 
3t 4+- P es paralela al plano 3z + y + 2 + 


y 
T2 

438. Encontrar las ecuaciones de la recta tangente y 
de! plano normal de la hélice z = 2 cost, y = 2 sen t, 
2 = át en el punto t = 0. 

439. Se da la curva z = t, y = C, z =(. Escribir las 
ecuacionos de Ja recta tangente y del plano normal en el 
punto t = 1. ¿Qué línea resulta do la intersección de las 
tangentes con el plano zOy? 


440. Demostrar que la línea a = eVY?cost, y= 
-cUYsont, 2= cV? so encuentra sobre el cono 224 
402 == 22 y corta sus generatrices bajo el ángulo de 45°. 

441. Escribir las ecuaciones de la recta tangente y del 
plano normal n la curva de Viviani (véaso el problema 419). 

442. Llámase indicatriz esférica de una línea a la figura 
compuesta por los extremos de los vectores unitarios trazados 
a partir del origen de las coordenadas. Hallar la indicatriz 
esférica do una hélice. 

443. Demostrar que si todos los planos normales de una 
línea espacial pasan por un punto fijo, entonces la línea se 
encuentra sobre la esfera (tales líneas se llaman esféricas). 
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444. Encontrar las ecuaciones de la recta tangente y del 
plano normal de una línea definida por la intersección de dos 
superficies: 

F (zt, у 2) =0, Ф( y, 2) = 0, 


Fy ud á 
EO, ф, ^ 
445. Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano 
normal de la línea 2? = 2a3, y? == 2bz en un punto arbitra- 
rio. 
446. Hallar las ecuaciones del plano normal en un pun- 
to arbitrario do la línea z? + y? = 1, y? + 22 = 1 (y 4 41). 
447. Mostrar quo los planos normales de la curva 


а = азем і, y-asentcost, 2=acost 


pasan рог el origon de las coordenadas. 

448. Sean r = r (s) la porametrización natural de una 
curva, n una recta que pasa por el punto AM, (sp) de la curva 
y d (As) la distancia comprendida entro el punto M (s, -+ As) 
y la recta л. Para que la recta л sea tangonte a la curvar = 
= r (s) en el punto M, es necesario y suficiente que 
fim E = 0. Domuéstreso esto. 

449. Demostrar quo el plano osculador de la curva biere- 
gular r = r (0) en el punto dado Af, (to) se puedo delormiuar 
por cualquiera de las condiciones siguientes: 

a) El plano que posa por el punto AM, y tiene los vectores 
directores г" (tp) y r” (to). 

b) Sean s el plano que pasa por la tangente a la curva 
en el punto Mo, p = p (s) la parametrización natural de 
la curva, el punto Af, corresponde al valor del parámetro so, 
y sea d (As) la distancia del punto Af (5, + As) al plano л. 
El plano л es el plano osculador de Ja curva en el punto Afo 
si y sólo si 


lím 249 o, 


^з-0 ^^ 


с) Un plano que tenga соп la curva on el punto My una 
tangencia no inferior al segundo orden (la definición de lo 
tangencia de una curva con la superficie véase en el $ 11). 
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450. Demostrar que si todos los planos osculadores do 
nna linea birroge pasan por un punto fijo, entonces esta 
linea es plana. 

451. ПаНаг Jos planos osculadores de la curva z = 4, 
y = 0, z = D que pasan por o! punto M, (2, —1/3, —6) 
dado. 

452. Mostrar que una recta trazada desde un punto ar- 
bitrario M de la curva ж = t, y = 02, z = t? en paralelo 
al plano z = 0 hasta el encuentro con el oje Oz está en cl 
plano osculador de la curva en el punto M. 

453. Escribir la ocuación del plano osculador de la 
curva z = а cos Ё, y = b son t, z = e! en el punto ¿ = 0. 

454. En las binormales de la curva д = cos æ cos t, y = 
ва соз о, Sen f, 2 = ¿son c, a = const están trazados, en 
c] sentido positivo, segmentos de longitud constante igual 
а la unidad. Escribir la ecuación del plano osculador do la 
curva formada por los extremos de estos segmontos. 

455. Encontrar la ecuación del plano osculador de la 
línea de intersección de una csfera a? + y? + z? = 9 y de 
un cilindro hiperbólico 22 — у? = 3 en ol punto M (2, 1, 2). 

456. Demostrar que la imagen de la curva z == e' cos t, 
y = е! sont, z= 2t se encuentra en la suporficio z? + 
4- y* — с = 0 y el plano osculador de Ja curva coincide 
con el plano tangente de la superficie. 

457—458. Encontrar las ecuaciones de Ja normal prin- 
cipal y de la binormal do las curvas siguientes en los puntos 
indicados: 


" 


(457) х=, у=, ame para £e 0. 


(458) х=, у= 0, z= parat=1. 


459. Desde cada punto de la curva z = a (t — sen t), 
y = a (1 — cos t), 2 = 4a sen (/2) se ha trazado, sobre su 
normal principal en el sentido del vector т, un segmento de 
longitud a V 1 F зеп? (2/2). Demostrar que la línea consti- 
tuida por los oxtremos de estos segmentos es sinusoide. 

460. Hallar los puntos sobre la curva z — 2/t, y — In t, 
z= —t* en los cuales la binormal es paralela al plano 
а у 82 4 2 = 0. 
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461. En las binormales de una hélice so han trazado 
segmentos de igual Jongitud. Demostrar quo los extremos do 
estos segmentos están sobre olra hélice. 

462. Encontrar los vectores unitarios de la tangento, do 
la normal principal y do la binormal de la curva z — 
= sent, y = t cos t, z = te' en el origen de coordonadas. 

263—467. Hallar los vectores unitarios de la tangento, 
de la normal principal y do la binormal en un punto arbitra- 
rio de las curvas siguientes: 

(463) z = cos? t, y = sen? t, — 2 == 603 21, 


(464) x = a (t — sent), y = а (1 — cost), z = 
== ha cos (1/2). 

465. Demostrar que las vectores L, п, b do la curva 
z= l, y= 0, z= i en el punto O (0, 0, 0) coinciden con 
los vectores unitarios de los ejes de las coordenadas. 

466. Encontrar las ecuacionos de Ја tangente, del plano 
normal, de Ja hinormal, del plano osculador, de la normal 
principal y del plano rectificante do la hélico 


х == а созі, y=asent, z= Ы. 


Demostrar que la normal principal corta el eje de Іа hélico 
on ángulo rocto y la binormal forma con él un ángulo cons- 
tanto. Hallar los vectores del sistema do reforoncia do 
Fronot. 

467. Escribir las couaciones vectoriales de las curvas 
circunscritas por los puntos de intersección do las tangontos, 
do las normales principales y de las binormales do una curva 
r =r (s) con el plano 20y. 

468. Mallar Ja longitud del arco de una hélice z — 
= а cost, y = asen t, 2 = bl, desde el punto do inter- 
sección con el plano хОу hasta un punto arbitrario M. 

469. Escribir la parametrización natural de una hélice. 

470. Hallar la longitud del arco de una espira de la 
curva 

z =a (t — sen t), y = a (i — cost), 
comprendido entro dos puntos de intersecci 
plano x0z. 

471. Hallar la longitud del arco de una línea z’ 
= За?у, 222 = а?, comprondido entre los planos y = a/3, 
y = 9a. 

501435 


^a cos (1/2), 
suyos con el 
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472. Mostrar que Ja curva corala £= cost, y == 
= son? /, z = cos 2L Lieno la longitud s = 10. 

473. Mallar la Jongitud del arco de una curva т 
= acht, y = ash, z = at, comprendido entro los puntos 
que corresponden a los valores del parámetro 0 y t. 

474. Mallar la expresión do la diferencial do longitud 
del arco de wna curva en coordenadas cilíndricas. 

475. Hallar la exprosión de la diferencial de longitud 
del arco de una curva on coordenadas osfóricas. 


$ 9. Fórmulas de l'rencl. Curvatura y torsión. 
Ecuaciones intrínsecas 


Las fórmulas de Frenet de una curva bicrogular orientada 
en ol espacio R? tionon ol aspecto 


dt 


ue 


= —*n, 


dondo k y ж son Jas curvaluras primera y segunda Mamadas 
curvatura y torsión, rospectivamont 

En curvatura de una curva definida por las ocuaciones 
(1) y (2) del $ 7 so calcula por las fórmulas 


o bien 


Fórmulas para calcular la torsión: 
еур x ву, 


о bien 
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En particular, si en calidad de pa 
parámotro nalural s, ontonces 


metro se toma un 


ETT 
dondo los puntos designan las dorivadas del parámetro s. 
Las осцасіопоѕ k = k (s), x = x (s) se llaman ecuaciones 
intrínsecas do Ja linen, 
476. Comprobar que para la curva r = r (s) во cumplen 
las relaciones siguientos: 


[ri = Да дау 4 


=k, rer kk. 
477. Domostrar quo las fórmulas de Frenet 


iain, а= ЫЬ, bm —xn 


se pueden escribir dela forma £ = © X t, n = о x n, 0 = 
= 0 X b. ПаПаг el voctor o (vector de Darboux) y avori- 
guar su sentido cinomático. 

478. Demostrar que 


а) tbb =x 
» o (Ey. 


„(ү 
(E). 

479. Para que una línea sea una recta o nn subconjunto 
abierto de la misma, es necesario y suficiento que k 
Demuéstrose esto. 

480. Para que una Ипса birregular sea plana оз necesario 
y suficiente que x = 0. Demuéstrese esto. 

481. Demostrar que en un punto M, la curvatura do la 
linea L es igual a la curvatura do la proyección L* do la 
linea L sobro su plano osculador en el punto Mp. 

5* 


c) ttt 
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482—483. Demostrar que para Jas curvas siguientes la 
curvatura y la torsión son iguales: 


(482 ==acht,  y=asht, 
(483) == 1 0, у= 38, 
484. Mallar la curvatura y la torsión do la hélico 


x=acost, y-asmnl, z-bt. 


185. Hallar la curvatura do la hólico cónica ж = 1 cos t, 
y = tson t, z = а! on el origon do coordenadas. 


. 486—489. Hallar Ja curvatura y la torsión do los curvas 
siguientes: 

(486) t = a ch t, y-—asht, 2 = at. 

(487) x = с y =e“, 2 = VIL 

(488) x = 2, к= lint, 2=0. 

(480) = Lo yc semi, z= cos 21. 


490. ПаПаг para cuáles а y b la torsión do la curva 
z= acht, y = a sh t, z= bt en todos los puntos es igual 
а su curvatura. 

491. Hallar los puntos sobro la curva х = cos? t, у = 
== воп? L, 2 = cos 2t en los cuales la curvatura tiene ol 
valor mínimo (local). 

492. ¿lin qué puntos el radio de curvatura do la curva 
z = а (t — son 0), y = а (1 — cos t), z == 4a cos (t/2) 
alcanza el mínimo Jocal?j 
. Demostrar quo el radio de curvatura do una ospiral 
cónica ж = a cos ф-ећ, y = a sen фе, 2 = be"? es pro- 
porcional a la distancia entre un punto de la espiral y el 
eje del cono. 

494—495. Demostrar que las curvas siguientos son planas 
y encontrar las ocnaciones de los planos en los cuales están 
sus imágenes: 


(M) EEE, y 


"Lm 
142° 
(495) £ = al? + bit + eq, y = as 4 bat 4 2 
= as -H bat -F су. 

296. Hallar una función f(t) tal quo la curva х= 
= а соз i, y = a зеп L, 2 = f (f) sea plana. 
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497. Llámase hélice generalizada a wna línea espacial 
cuyas tangentes forman un ángulo constanto con el sentido 
fijo. Demostrar que una línea será una hélice generalizada 
si, y sólo si, se cumple una de las condiciones siguientes: 

a) las normales principales son perpendiculares al sen- 
tido fijo; 

h) las binormales forman un ángulo constante con el 
sentido fij 

c) la relación entro la curva Ja torsión es constante. 


498. Mostrar que la condición r r r(9 es necesaria y 
suficiente para que una línea sea una hélico genoralizada. 

499. Demostrar que la línea z? = Зу, 2zy = 9z os una 
hélice goneralizada. 

500. Mostrar quo la linea x = 2t, y = Int, z 
una hélice generalizada quo está en la superjicio c. 
cuyas genoratrices son paralelas al vector а (0, 4, 1). 

501, Hallar las condiciones en las cuales la línea z = at, 
y = bt, z = ci? sorá una hélico genoralizada. 

502. Si todos Jos planos normales de una línea birregular 
contienon wn vector constanto e, entonces la línea os plana. 
Demwuéstrese esto. 

503. Si todos los planos osculadores do una línca birro- 
{шр son perpondiculares a cierta recta fija, ontonces la 
ínea es plana. Demuéstreso esto. 

504. Si entre los puntos de dos líneas se puedo establecer 
una correspondencia tal que en los puntos correspondientos 
las tangentes sean paralelas, entonces las relaciones entro 
la torsión y la curvatura en estos puntos son do módulos 
iguales. Demuéstrese esto. 

505. Llámase línea de Bertrand a wna linca tal, cuyas 
normales principales son simultáneamente normales prin- 
cipales de cierta segunda línea distinta de la primera. 
Demostrar que la línea de Bortrand se caracteriza por la 
dependencia Ak -+ px = 1, donde А, p son const. 

506. Mostrar que el ángulo comprendido entre Jas tan- 
gentes en los puntos correspondientes de líneas de Bertrand 
cs constante. 

507. Demostrar que la distancia entre dos puntos corres- 
pondientes de líneas de Bertrand es constante. 

508. Demostrar que una línea de curvatura constante es 
línea de Bertrand, Mostrar que en esto caso la línea corres- 


а 
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pondiente tiene Ја misma curvatura y que cada wna de estas 
líneas se compone de los centros de curvatura de la otra. 
Mostrar que en los puntos correspondientes las tangentes son 
perpendiculares. 

509. Entre Jos puntos de dos líneas se ba establecido una 
correspondencia biunívoca de modo que las tangentes, las 
normales principales y las binormales en los puntos corres- 
k* ds ие 
E EL 
donde k, x, s son la curvatura, la torsión y la longitud del 
arco de una línea y k*, x*, s* son las magnitudes respectivas 
de la otra linca. 

510. Llamaremos evolvente de la linca no plana r =r (s) 
n Та línea p s r — sl. Expresar la curvatura. y la torsión 
de esta Jînen por la curvatura y la Lorsión de la lincar = r (s). 
Demostrar que si la línea r = r (s) es una hélice gonerali- 
zada, entonces Ja línea p = r — st es plana. 

511. Mostrar quo si la curvatura y la torsión de una 
Jínea son constantes la línea es una hélico. 

512. Conociendo la curvatura k y la torsión x de una 
hélice, encontrar sus ecuaciones рагатбігісаз. 

513. Mostrar que ontre todas las líneas do Bertrand sólo 
para la hélice existo un conjunto infinito de Jíneas dotadas 
do normales principales comunes. 


pondientes sean paralelas. Demostrar que 


514—515. Encontrar las ccnacionos intrínsecas de las 
curvas signiontos 

(514) z=acht, y=asht, 2 = at. 

(515) ж = cl, y=V2iInt, z=, 


516. Una línca está definida por las ecuaciones intrín- 
secas k = k (5), х = x (s). Mostrar que las ecuacionos in- 
trínsecas de una línea simétrica a la dada con respecto al 
origen de las coordenadas serán k — k (s), x — —x (s). 

517. Demostrar quo en el caso do una tangoncia do dos 
líneas no inferior al tercer orden Jas lorsiones en su punto 
común son iguales. ¿Es cierto lo inverso? 

518. Hallar el orden de pequeñez de la distancia mínima 
entre las tangentes do una Jínea con respecto a la distancia 
entro los puntos de tangencia. Resolver un problema análogo 
para Jas normales principales y las binormales. 
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519. Demostrar que la tinea y su circunferencia osculatriz 
en el punto dado tienen una tangencia no inferior al segundo 
orden, 

520. iEn qué circunstancias el contro de curvatura de 
una hélice во encuentra sobre el mismo cilindro que la hélico 
en cuestión? 

521. La esfera, que tiene con la curva en un punto dado 
"na tangencia no inferior al tercer ordon, so Hama esfera 
osculatriz en esto punto (la definición de la tangoncia de 
una línea con la suporficio véase on el $ 11). Domostrar que 
si Ја curva está definida por la ecuación r = r (s), entonces 
el radio vector del centro de Ja esfera osculatriz se dofine 


por la fórmula r, Пп. y el radio de la esfera 


osculabriz, por la fór 
в, 
=. 

522—523. Hallar el radio de la esfera osculatriz on un 
punto arbitrario do las curvas siguientes: 


(522) z = e, у= ст, z = 2. 
(523) z = e! sont, y = с cost, z 


aula R, = Vr, dondo R 


524. Mostrar que Поз curvas quo tienen on cierto punto 
una tangoncia no inferior al tercer orden poseen en osto 
punto una misma esfera osculabriz. 

525. Si ol radio de una esfera osculatriz es constanto, 
entoncos la línea es esférica (sc encuentra sobro Ja esfora) 
o tiene una curvalura constante. Demwésirese osto. 

526. Hallar ol conjunto de los contros de das esferas 
oscnlatrices de una hélice z = a cos t, y = a sen t, z = t. 

527. Demostrae que el plano osculador de una curva 
corta su esfera osculatriz por la circunferencia osculatriz, 


CAPÍTULO 4 


Superficies 


$ 10. Ecuaciones de una superficie 


Scan S una superficie y (U, г) su parametrización. 
La ecuación 


r =r (u, v) (1) 


so Пата ecuación vectorial de la región r (U) sobre la super- 
ficie S. Si existe una función vectorial (1) sobre el conjunto 
W == ((u, v)} tal, que la imagen» (W) soa igual a S, entonces 
(f) se denomina ecuación vectorial de la superficie, aunque 
el par (W, г) puede о no ser Ja parametrización do 5. Si 
r (и, v) = (ж (и, v), y (и, v), 2 (и, v)), entonces las ecuaciones 


= (и 0), y=y(0D, z= z (u, v) (2) 


so llaman ecuaciones paramétricas de la superficie. 

La paramotrización de una suporficie so representa con 
frecuencia en forma z = u, y = v, z = f (и, v), donde f es 
una función suave. En esto caso la ecuación 


2= f (z, y) (3) 


so denomina ecuación de la superficie en Jorma explicita. 
Supongamos quo F (z, y, 2) es una función suave y S, el 
conjunto do soluciones de la ecuación 


F (z, y, 2) = 0. [2] 


Si eu e) punto M € S el vector grad F = (9,F, 9,1, 0,1) os 
distinto de cero, entonces S en un entorno del punto Af os 
vna superficie y (4) se Лата ecuación implicita de la super- 
ficie. 

528. En el plano 202 está dada la Jínea z = f (u), z = 
= g (u) que no corta 0] eje Oz. Hallar la parametrización de 
Ja superficie obtenida al girar esta línea alrededor да) 
eje Ол. 
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529. Escribir las ecuaciones de un toro que se obtiene 
al girar la circunferencia 
a=a+bcsu, y=0, 


alrededor del eje Oz. 

530. Escribir las ecuaciones de una catemoide quo se 
obtiene al girar la catenaria z = а ch (u/a), y = 0, z= u 
alrededor del eje Oz. 

, 531. Escribir Jas ecuaciones de la seudoesfera quo se 
obtiene al girar la tractriz z= asenu, y=0, 2= 
= а (In ig mo cos м) en torno al eje Oz. 

532. Escribir Jas ecuaciones paramétricas dol paraboloido 
hiperbólico 


sont (beo) 


tomando por líneas de coordenadas sns genoratrices rectilí- 
nens. ¿Cómo so escribirán estas ecuaciones si Ја ecuación do 
la superficie so toma en 1а forma z = pay? 

533. Escribir Jas ecuaciones paramétricas do mna supor- 
ficio cilíndrica cuyas generatrices sean paralelas al ojo Oz 
y la directriz se define por las ecuaciones x = f (м), y = 
= p (u), 2 = 0 

534. Escribir Jas ecuaciones paramétriens do los cilin- 
dros hiperból Я 

535. Escribir Ja ecuación de una superficie cilíndrica 
para Ja cual la línoa p = р (и) es directriz y Ins generabricos 
son paralelas al vector e. 

536. Escribir las ecuaciones paramétricas de una super- 
ficie cilíndrica cuyas generatrices son paralelas nl vector 
« (1, 2, 3) y la directriz está definida por las ecuaciones 
cea y= ut, z= w. 

537. Escribir Та ecuación implícita de una superficie 
cilíndrica con Ja línea directriz z = сози, y = son n, 
z = 0 y con las generatrices rectilíneas paralelas al vector 
а (4,3, —2). 

538. Demostrar que la ecuación de wna superficie cilín- 
dríca cuyas directrices son paralelas al vector æ (l, m, n), 
tiene la forma f (nz — Iz, ny — mz) = 0. 

539. Hallar la ecuación do una superficie cilíndrica cuya 
directriz es la línea 2? - y? = ay, 2 = 0 y las gencratrinos 
son paralelas al vector a (1, m, m). 
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540. Dada la suporficio 


Bud. у 0и 185—1, z= u A 2, 


a) Mostrar que esta superficie es cilíndrica. 
b) Escribir la ecuación de cualquiera de sus 

recirices. 
c) Hallar la generatriz rectilínea que pasa por el punto АГ 

=2 p 

541. Dados ol punto M (a, b, с) y la línea L 


== 108), eeu. z= b (u). 


Escribir en Ja Jorma paramétrica e implícita las ccuaciones 
de un cono con el vórtico en el punto M y con la linoa direc- 


líneas di- 


(u 


542. Encontrar la ecuación de un cono formado por Jas 
reclas que pasan por el punto AF (a, b, c) y cortan la pará- 
bola y? = 2р, z = 0 

543. Encontrar la ecuación de un cono que tiono el 
vértice en el punto M (—4, 0, 0) y está circunscrito nlredodor 
del paraboloido 2y* + z* = 4z. 

544. So da la superficio ж = u + v, y = u — v, 2 = ww. 
Comprobar si los puntos A (4, 2, 3), В (f, 4, —2) Jo 
pertenecen a ella, 

545. ¿Qué superficie es definida por las ccuacionos 
sen v, y = и -- cos v, ac u 4 a? 

46. Hallar la ecuación implicita do una suporlicio 
da por las ecuaciones paramétricas 
Ey + n соз и cos v, Y = Yo - b cos и son v, 


a = 25 + c sen u. 
547. Mostrar que las ocuaciones 


n 


Б 
5 


de 


1 


“ар 


ж 
=, 


2 = ШС050, y-usenu 2 = ц? 


representan la misma superficie. 
548. Dada la сспасібп del cono r = ие (0), |e | = 
= |е | - ¿Qué significado geométrico tienon los pará- 
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549—551. Averiguar ln forma do las líncas de coordona- 
das sobre los planos: 


(549) z = u, y =v, z=0. 
(550) z = u cos v, y = u son v, 2=0. 
(551) z = cosu ch v, у = sonu shu, 2 = 0. 


552. Mostrar que las ecuaciones paramétricas do un 
hiperboloido do una hoja se puede representar en la forma 
m4 He 
ГЕ pvc ufo 
¿Cuáles son las Jíncas de coordenadas de Ја suporficio para 
la paramotrización indicada? 
поз paramétricas По un cilindro 
circular de modo que en calidad de líneas do coordenadas 
sirvan: a) hélices y circunferencias; b) hélices y goneratricos 
rectilíneas; c) dos familias de hélices. 
cribir las ecuaciones paramétricas de una figura 
formada por las tangentes a la línea dada p = p (u). 

555. Escribir las ecuaciones paramétricas de una figura 
formada por las tangentes a Ja hélico 

f -—acosu, y-asenu, 2 = bu. 


¿Es superficio esta figura? 

556. Llámaso helicolde de forma general a una figura 
formada por cierta línea (perfil) que gira en torno al ojo y 
simultáneamente avanza en la dirección do este eje, además, 
las velocidades do estos movimientos son proporcionalos. 
Encontrar las ecuaciones de un helicoido de forma goneral. 

557. El helicoide de cuyo perfil sirve una recta que corta 
el ojo so Пата directo si la recta es porpondicular al eje y 
oblicuo si la recta no es perpendicular al eje. Escribir las 
ecuaciones de ostos helicoides tomando por eje de rotación 
el ejo Oz. 

558. Hallar la ecuación de una superficie formada por 
las normales principales de nna hélice. 

559. Llámase conoide directo a la figura obtonida por la 
rotación de una rocta alrededor del eje ortogonal a la misma 
y por la traslación simultánea do esta recta a lo Jargo del 
eje. Escribir la ecuación do un conoido cuyo eje coincide 
con ol ejo Oz. 


u—o ио —{ 
теа 


y=b 
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560. Escribir en forma implícita la ecuación do un conoide 
directo en el cnal el desplazamiento a lo Jargo del cjo Oz 
so determina por la fórmula z = a son 2v, donde v os Ja 
velocidad angular de rotación de la recta. 

561. Escribir las ecuaciones paramétricas do la super- 
ficie 2222 = а? (a? -|- y*). Demostrar que esto es un conoide 
directo. 

562. Una circunferencia de radio a se desplaza de modo 
que su centro so mueve por una línea dada p = p (s) y el plano, 
en el cual ella so encuentra, es en cada momento el plano 
normal de esta línea. Escribir la сспасібп do la figura 
circunscrita por la circunferencia (la superficie de este 
género se llama tubular). 

563. La superficie que admite la parametrización do la 
forma r = rV (и) + гу (0), donde гү, r4 son funciones vesto- 
riales suaves, se Пата superficie de traslación. Domostrar 
que la superficie do traslación se puede obtener con el avanco 
do cierta línea. 

564. Mostrar que la superficie constituida por los con- 
tros do segmentos, cuyos extremos pertenecen a dos Jínoas 
dadas, es una suporficio de traslación. 

565. Demostrar que una parte del helicoide directo 


Tc соз, у = иеп, 2 = av 


para nu « с (donde c es ciorto número positivo) cs suporficio 
de traslación. 

566. Mostrar que paraboloides elíptico e hiperbólico son 
superficies de traslación. 

567. Demostrar que las coordenadas z, y, z, do un punto 
arbitrario de una superficie de sogundo orden, siempre so 
pueden expresar por funciones racionales de dos parámotros 
"oy v. 


$ 11. Plano tangente y normal a una superficie, 
Superficies regladas. 
Tengencia de una línea а una superficie 


Las ecuaciones del plano tangente correspondientes a Jas 
representaciones do las suporficies (1), (2), (3), (4) del $ 10 
tienen, respectivamente, la forma 


(87 п) rre = 


$ 11. Plano tangente y normal a una superficie a 


X—z Y—y Z—ai 


To Yo 2, 


L£=12=p(X-—23+9( — y), 
д: dz 
dondo per. gm, 
(X — z) FO — y) Fy + (Z — 2) F, = 0; 
Jas ecuaciones de la normal: 
R =r J-A (ru X re), 


b 2n 
хх. Жеў 
=p ТШ 
La superficie que admíte la parametrización en la forma 
R =r (и) + va (и), donde r y a son funciones vectoriales 
suaves so Пата reglada. La línea de coordenadas u = const 
es una recta o una parte suya y so denomina generalriz. 
La línea r = r (u) so dico directriz. La suporficio reglada se 
llama desarrollable si eu todos los puntos de una genorabriz 
arbitraria ol plano tangenle a la suporiicio оз ol mismo. 
La superficie reglada quo no es desarrollablo so llama oblicua. 

Sea M cierto punto do una superficio reglada 5 y sca 
n = л (и) la goneratriz rectilínea que pasa por el punto M. 
Asignando al parámetro u cierto incremento Ди, obtendremos 
la generatriz rectilínea x' = л' (и 4- Au). Sea NV” la 
perpendicular común de las rectas л y л’. Si para Au —>0 
el punto /V tiende por la recta л a cierta posición límite, 
entonces oste punto límite se llama punto de garganta do la 
goneratriz л. El conjunto de todos los puntos de garganta 
de una superficie reglada S forma en el caso general una 
linea quo se denomina Zinea de garganta (de estricción). 
La ecuación do la línea de garganta de una superficie roglada 
tiene la forma 


dr-da 
вет) а (и). 
Supongamos quo la curva 
zc—zr( y=3y(), 2=2(0 a) 
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tiene con la superlicio 


Е у, 2) =0 (2) 
un punto común Af (tp). Examinemos la función 
9 () = F (z (0), y (9, 2 0). 


Cuando el punto АГ (f) tiende por la curva (1) al punto 
M (lo). Ф (4) será una variable infinitamente pequeña si 
1 > ts. Si el orden de pequeñez do esta magnitud con respecto 
а t — ts os igual a Kk + 1, entonces se dico que la curva (1) 
tione con la superficie (2) una tangencía de orden k. 

568. Si por el punto Af de la superficie posa una tecta 
а sobre la misma, entonces el plano tangonte a la 
en el punto A contiene la recla dada. Demnéstroso 


esto. 

. En la superficie z = u 4 cos v, y = u — son v, 
da el punto M. (u = 4, v = 372). 

bir las ecnaciones de las tangentes y do los 
planos normales a Jas Hncos u = 1, v = 1/2 en el punto M. 

b) Hallar ol ángulo comprendido entro las líneas и = 1, 
v = n2. 

с) Mostrar que la tangente а la linca ш nv en cl 
punto AI оз tangente a la línea m = 1 en el mismo punto. 

570. Mostrar que la normal en un punto arbitrario de la 
superficie formada por las tangentes a una hélice forma un 
ángulo constante con ol ејо do Ja luca. 

571. Kscribir la ecuación del plano tangente а la super- 
ficic z = 2u — v, y = м? 4- v*, z = iw? — v? en ol punto 
M (3, 5, 7). 

572. Escribir las ecnaciones del plano tangento y de la 
normal a Ја suporfi z= u 4 p, y = n 0,2 == w on el 
punto M (и = 2, v = 1). 

573. Escribir las ecuaciones del plano tangente y de Ja 
normal en el punto Af (1, 3, 4) do la superficio 2 = и, 
y = и? — 2uv, z = и? — 3u'v. 

575. Dada Ја superficie т = u COS 0, y == и sen р, 2 = и, 
escribir las ecuaciones dol plano tangente y de la normal a Ја 
superficie y la ecuación de la tangente a la línea n = 2 on 
el punto M (и = 2, v = 1/4) de la misma. 

575—578. Escribir las ecuaciones del plano tangente y 
de la normal a las snperficies siguientes en los puntos indica- 
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dos: 
(575) z = 2^ - y en el punto M (1, 2, 9). 
(576) 2° +- y? +2? = 1690 — en ol punto Af (3, 4, 12). 
(577) 4 — 2? — 3 =4 en el punto M (3, 1, 4). 


(578) Es ES 4 on ol punto M (zo, os ду). 


579. Escribir la ecuación del plano tangente a la seudo- 
esfera 
т = a SON и COSV, Y = а ѕоп и SON о, , 
z = a (In tg (u/2) -+ cos ш). 


580. Encontrar las ecuaciones dol plano tangonte y de la 

normal al holicoide directo 
zc и соз, Y =USCHD, z= Ww. 

Investigar el comportamiento de la normal al dosplazarla 
а lo largo de las líneas de coordenadas. 

581. Escribir la ecuación del plano tangente al toro 

ж = (7 4 5 cos u) созо, y = (7 -|- 5 сози) sen v, 

2 = 5 son u 


en el punto M (и, v) para el cual 
cosu = 3/5, cosv = 4/5 (0 <u, v< 7/9). 


582. Trazar un plano tangente a Ja suporficio туг = 1 
que sea paralolo al plano a + y +- z — 3 = 

583. Domostrar que los planos tangentes a la superlicio 
туз = a? forman con los planos de las coordenadas un to- 
traedro do volumen constanto.' 

584. Mostrar que el plano tangente en un punto arbitra- 
rio de un cono pasa por el vértico de este último. 

585. Mostrar que todos los planos tangentes a Ја super- 
ficie z = a? + y? en los puntos Af (a, —a, 0) forman un haz 
de planos. 

586. ПаПаг los puntos del toro 


т = (а + b cos и) созу y = (a 4 b cos n) son v, 
z= bsenu 


en los cuales la normal es perpendicular al plano Ax -+ By + 
+ C24-D=0. 
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587. Se da la superficie x" + y" +2” — d" = 0 y el 

punto ЛГ (a, b, c) en la misma (a, б, с, d, son positivos). 

Mostrar que si A, B, С son los puntos en los cuales el plano 

tangente on el puuto A corta los ejes Oz, Oy, Oz, entonces 
с 


а 1 
Tos] тотто 

588. Mostrar que el plano tangente en un punto arbilra- 
rio de la suporficio / (z — az, y — bz) = 0 es paralelo a una 
dirccción fija. 

589. Demostrar que un plano tangente а nna suporficio 
tubular (véase el problema 562) es paralelo a la línea tan- 
gente de la línca directriz, y que las normalos del mismo 
son las normales do la línea directriz. 

590. Mostrar quo los planos tangentes do Ja suporficio 


z = xp (yz) 


pasan por el origen do coordenadas. 

591. Demostrar que los planos tangentes a la superficie 
do traslación r = r, (u) -E ra (v) a lo largo do cada línea 
u = const o v == consi son paralelos a cierta rocta. 

592. Una superficie S' so Лата paralela a otra super- 
ficie S si esta consta de los extremos de segmentos do longi- 
tud constante trazados sobro Ins normales de Ja superficie 5 
a partir do los puntos do esta superficie. Consideremos como 
puntos correspondientes de las superficies S y S' los extre- 
mos de los segmontos de los cuales so trata on la dofinición. 

Mostrar que: a) los planos tangentes en los puntos corres- 
pondientes de las suporficies paralelas $ y S’ son paralolos; 
b) In propiedad do paralelismo es recíproca (es decir, si $” 
os paralela a la S, entonces S es paralola a la 57). 

593. Supongamos que una superficie es una parte de la 
figura formada por las tangentes a la línea r = r (s). Escribir 
la ecuación del plano tangente en un punto arbitrario do 
là superficie. Investigar su comportamiento al desplazarse 
el punto de tangencia a lo largo de las generatrices rectilíneas 
de Ja superficie. 

594. Demostrar quo las superficies 2 = tg (zy), 22 — 
— y! = a son ortogonales en los puntos do su intersección. 

595—597. Demostrar quo las siguientes families de supor- 
ficies son ortogonales de par en par (А, jt, v son los pará- 
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metros de las familias): 


(595) 4z - y? + 22 = А, y= pa, yp 4 22 = ve 
(500) z*-- y* 2 — А, 22 4 у? + 22 == ру, 

zt yd? = vz, 
(597) zy = A, 22 4 у 4 22 = р, 

а фу 4 22 w (22 — y”. 

598. Mostrar que el plano tangente trazado en cualquier 
punto de la linca v = c sobre Ía suporficie 2 = u cos v, 
y = u son v, z = f (v) + au, pasa por una recta fija. 

599. Demostrar quo si todas las normales de una supor- 
licie pasan por un punto, entonces esla superficie es wna 
esfera o una rogión en la csfora. 

600. Demostrar quo la normal de una suporficio do rota- 
1 coincido con la normal principal del moridiano y corta 
el eje de rotación 

601. Si todas las normales di 
misma recta, entonces la superfi 
ción. Domostrar esto. 

602. Domostrar que la superficie reglada R = ғ (и) -+ 
+ va (и) es desarrollable si y sólo si 

r'aa' = 0. 

603. Demostrar que una superficie paralela a una dosa- 
rrollable es también superficie desarrollablo. 

604. Demostrar que enalquicr suporficie dosarrollablo 
se puede dividir en Ins partos siguientes: 

n) parte del plano; 

b) parte del cilindro; 

c) parte del cono; 

d) parto de la figura constituida por Jas tangentes a 
cierta Ипса no plana. En este último caso la línea indicada 
se llama arista de retroceso. 

605. Sea S una superficie dosarrollable del tipo d) del 
problema 604. Demostrar quo ol plano tangente en un punto 
arbitrario do In superficio S coincide con el plano osculador 
de la arista do rotroceso en el punto correspondiente. 

606. Llámase superficie de Calalán a la superficio ro- 
glada oblicna, todas las generatrices de la cual son paralolas 
a cierto plano donominado director. Demostrar que las con- 
diciones necesarias y suficientes para que la superlicio 
601435 


una superficie cortan Га 
jo será superficie do rola- 
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reglada 
r = p (u) + va (н) 


sca una suporficio de Catalán son las siguientes: 
aa'a" =0, а" № о. 


607—610. Hallar Ja línea de garganta do las suporficios 
siguientos: 

(607) Del helícoido directo. 

(608) Del hiperboloide de rotación de una hoja. 

(609) De la superficie formada por las binormales de 
una línea espacial. 

(610) Do la superficio formada por las normales prin- 
cipales de una línea espacial. 

611. Demos! que la superficio formada por Jas norma- 
Jes trazadas en los puntos do una gencratriz do una suporficio 
reglada oblicua es un paraboloide hiperbólico о una parte 
del mismo. 

612. Mostrar que la línea yz = х, zz = y + 1, Исло, 
con la superficio 2 = zy wna tangoncia de segundo orden 
en cl punto ЛГ (0, —1, 0). 

613. Hallar el orden de tangencia de la línea 


х=, y=042 = 


con la superficio 
а? + y’ = z (y +2) 


on ol origen de coordenadas. 

614. Una recta que tiene con una superficie do segundo 
orden una tangencia no inferior al segundo orden se encuen- 
tra completamente en esta superfici. Demuéstrese osto. 

615. Si una línea en cada punto suyo tiene con un plano 
osculador una tangencia no inferior al tercer orden, entonces 
esta línea es plana. Demvéstroso esto. 

616. Supongamos que la línea L tiene con la superficio 5 
on el punto M, una tangencia de orden n. Mostrar que la 
proyección L' do la línea L sobre la superficie S es paralela 
a cierta dirección que no está en el plano tangente a 5 on 
el punto M, y tiene con la linca L en ol punto Mo una tan- 
gencia de orden л. 3 
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$ 12. Familia de superficies. 
Sea 


vol vente 


Ё (2, y, 2) = С a) 


la ecuación de una familia monoparamétrica do superficies. 
El conjunto de todos los puntos que satisfacon al sistema 
de ecuaciones 


F (z, y, 2, С) = 0, cF (z, y, з, С) = 0 (2) 


se Пата discriminante de la familia (1). 

Llámaso envolvente de la familia (1) la superficio quo en 
cada punto suyo toca cierta suporficie do la familia (es 
decir, tiene con ella un punto común y un plano común 
tangonto a clla). Una parte dol discriminante, que es 
superficio, sorá envolvente. Los puntos de tangencia do la 
envolvonto de una familia (1) con ciorta superlicio fija do 
Ja familia forman en el caso gonoral wna línea que so llama 
caracteríslica y so defino por el sistema (2) siendo dado el 
valor C correspondiente a la suporficio quo so examina. 

El conjunto de puntos quo satisfacen al sistema de ocua- 
ciones 


F (z, y, 2,C)=0, OcF(z y, z, C) = 0 
д®еЁ (z, y, z, C) =0 


so denomina arista de retroceso de una envolvente. Si wna fa- 
milia do características tieno una envolvente, entonces esta 
envolvonto pertenoce a la arista de rolroceso. 

Sca 


F (z, y z, €, Ca) =0 (3) 


la ecuación de una familia biparamélrica do superficies. 
El conjunto de soluciones dol sistema 


F (z, у, я, Cy Ca) = 0, дор (z, y, 2, Су, Ca) = 0 
дс,Р (т, y, 2, Су, Ca) = 0 
so llama discriminante de la familia (3). La envolvente do la 


familia (3) se defino del modo ignal al indicado anterior- 
monte. 
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617—619. Hallar la envolvente de una familia de super- 
ficies: 

(047) а? + y? + (s— С) — 4 = 0. 

(618) z. + Cy + 2 — 2С = 0. 

(619) (z С)? + (y — CY - (s — C — С? = 0(С 40). 


620. Citar el ejemplo de una familia de superficies cuyo 
discriminante sea una línea. 

621. Citar el ojemplo de una familia de superficies cuyo 
discriminante sea un punto. 

622. ПаНаг la envolvente y las características de la 
familia do esferas 


(к — CP + yr 21 1 0. 


¿Uxisto Ia arista de rotroceso do la envolvente? 
623. En las cuerdas do la elipso 


paralelas a uno de los ejes do simetría so construyen, como 
en diámelros,l esferas. Hallar Ја envolvento do estas esforas. 
El mismo problema so plantea para Ja hipérbola. 

624. Hallar la arista de retroceso de la envolvento de 

una familia do superficies 
х sena — y cosa + 2 = ba, 
dondo b = const, œ es parámetro. 

625. Hallar la envolvento de una familia de planos cada 
uno de los cuales forma con los planos de coordenadas el 
totraedro de volumen dado V. 

626. Encontrar la ecuación de una familia do esferas 
para Ja cual la superficio envolvente es un cono sin vértice. 
а? + у = аб? (240). 

627. Hallar la envolvente de una familia de esferas de 
radio constante cuyos centros están en la línea dada p — p (s) 
(superficie tubular). 

628. Hallar la envolvente, las características y la arista 
de retroceso de una familia de esferas de radio a cuyos contros 
se encuentran sobre la circunferencia 


й+у =, 2=0. 
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629. Hallar la envolvente, las características y la arista 
de retroceso de la familía do superficies 


Kæ — C) + (y — R} + 22 R’) х 
X l(z — C} + (y + RP + 2 — RI = 0 (y? + 2 0). 


630. Hallar la envolvente de planos osculadores de una 
línea espacial y sus características. ¿Existe la arista de 
retroceso de la envolvonte? 

631. Hallar Ja envolvente de planos normales de una 
línea espacial, sus características y la arista de retroceso. 

632. Hallar la envolvente de planos rectificantes de una 
línea espacial, sus características y la arista de rotroceso. 

633. Hallar Ia envolvente do una familia do conos cir- 
culares iguales (con el ángulo de sección axial igual a 2a) 
que tienen el vértice en el origen do las coordonadas y tocan 
el plano z = 0. 

634. Demostrar quo las superficies desarrollnbles y sólo 
ellas son envolventes de una familia monoparamétrica do 
planos. 

635. La superficie desarrollable с está cortada por una 
Jamilia do planos paralelos. Demostrar que las evolutas do 
secciones también están sobro la superficie desarrollablo. 

636. Hallar la envolvente de una familia de esferas de 
radio constante a quo tienen los centros en el plano z = 0. 

637. Si todos los planos tangentos do ciorta superficio la 
tocan por línoas, entoncos estas líneas son rectas o partes 
suyas. Demuéstreso esto. 

638. Hallar la envolvente de una familia de planos para 
Jos cuales la suma de las distancias hasta п puntos fijos cs 
constante. 
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Llámase primera forma fundamental de la superficie S 
en А?, y se designa con p;, al producto oscalar inducido en 
cada espacio vectorial tangente do la superficio por ol 
producto escalar оп R?. Así, pues, а cada par й, p de los 
vectores tangentes a la superficie (en un mismo punto) la 
forma q, le pone en correspondencia el número «ру (lt, р) = 
= h-p. La forma cuadrática q, correspondiente se denomina 
primera forma cuadrática de la superficie y so donota por ds? 
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(así como por ту). La representación de la forma bilineal q, 
es equivalente a la representación de la forma cuadrática ds*. 
Para el vector tangente J a la superficie ds? (li) = qi (h, h) = 
= hd = ph f Si (U, r) es la parametrización de una 
superficie y дь”, Ayr es la base movible, entonces las funciones 


E (и, 0) = Our (и, v)-Our (и, v), 
F (и, v) = ur (и, о) д, (и, v), 
G (и, 0) = Or (и, 0)-Oyr (и, 0) 


se aman coeficientes de la primera forma cuadrática (funda- 
mental). Si h, p son los vectores tangentes a una suporficio 
en el punto r (v, v) y 


h = диг (и, v) A- дг (и, v), 
р = рди" (и, v) d- р«дьг (н, v) 


(es decir, (tj, ho) son Ins coordenadas del vector J en la baso 
moviblo y (pi, pa) son las coordenadas del vector p), entonces 


(н, v) h3 + 2F (u, v) his + G (u, v) 18, 
тру Qr, p) = E (и, v) hipi E F (и, 0) быр; + hapi) + 


4- G (и, 0) hapa 
Con frecuencia ds? se escribo do la forma 


ds? = E du? -- 2F du dv + G dv’, 


teniendo en cuenta con ello quo d и (h) = h, de (h) = hs. 

Si la linca en superficie está definida por las ecuaciones 
interiores m = u (0), v = v (t), entonces Ja longitud del 
arco de esta línea se encuentra por la fórmula 


t E (и @), v (2) (и (0)? +28 (и (0), v (t) и" (t) x 
ie V x v0 -+G (и (), v (0) (aya. 


Si «р es el valor dol ángulo comprendido entro las lineas en 
Ja superficie (definidas por las ecuaciones interiores u = 
= щш (f), Û = vy (0) y u = u, (t), v = v, (0) en el punto 
común con ав coordenadas curvilíneas. (up, Vo) = 
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= (и (lo), vi (L0)) == (из (to) Va (to), entonces 
cosp = -gay (Ё (и, vo) u; (fo) 13 (fo) + 
HF (uo, Vo) (и, (to) v (to) + uz (1o) v; (to) + 
+G (uo, vo) vi (to) v; (0)), 
donde 
- (ио, vo) (и, (t9)? -F 2F (ug, vo) 1t, (to) v, (to) + 
ay. -HG (но, vo) (0; (10), 
F (us, v) (и; E то е) иу о) - 
qee V NUTS SR P IE Gn. vo) W (o)? 


El área o de una región cerrada D on la superficio, quo 
es la imagen do wna región cerrada D' con respocto a la 
función vectorial r (o sca, r (D') = D), so calcula por la 
fórmula 


ac f | VEG= F dudo. 

Э» 
El difeomorfismo f do la superficie 5 sobre la superficie Q 
so llama isometria si la longitud del arco de una línea cual- 
quiera 2 en la superficie S, entre los puntos AT y N, оз igual 
a la longitud del arco de la Jínea / (2) сл la suporficie О entro 
Jos puntos correspondientes. La saperficio S so Пата aplicable 
п Ја superficie Q si para todo punto AZ € $ existo la isometría 
del entorno W del punto M en la superficio S sobre cierta 
parto do la superficie Q. 

El difeomorfismo f de la superficie S sobre la superficio Q 
se denomina aplicación conforme si el ángulo comprendido 
entre dos líneas cualesquiera en la superficie S es igual al 
ángulo comprendido entro las líneas correspondientes en la 


Seán (U, гу) y (U, ra) parametrizacionos do las superficies 
$ y Q, respeclivamente, y sea 
For (U) >ra (U), ry (a, 0) (i, v) 


la aplicación que pone en correspondencia los puntos con las 
mismas coordenadas enrvilínoas. La aplicación / es isometria 
(conformo) si, y sólo si, los coeficientes de las primeras for- 
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mas cuadráticas de Jas superficies con respecto a Jas para- 
metrizaciones indicadas coinciden (son correspondiente- 
mente proporcionales). 

639—649. Hallar la primera forma cuadrática de las 
siguientes superficies de rotación: 

(639) z = f (u) cos v, y = f (u) sen v, z = g (u), o sea, 
la superficie de rotación con el eje de rotación Oz. 

(040) z = Ji cos и cos v, y = R cos u sen v, z = 
= П sen и, o sea una esfera, 

(041) х = a cos и cos v, y = a сози SCN 0, 2 = c sen U, 
o sea, wn elipsoide de rotación. 

(642) z = a ch wcosv, у= a ch u sen v, z=cshu, o 
son, un hiperboloido de rotación de una hoja. 

(643) x = a sh u cas v, y = ash u sen v, z= c chu, o 
sea, un hiperboloido do rotación do dos hojas. 

(644) x = и cos 1, у = u sen v, 2 = u*, о soa un parn- 
boloíde de rotación. 

(045) х = Л cos v, y = R sen v, z= и, о sen, un ci- 
Jindro de sección circular. 

(646) т = u cos v, y = u sen v, z = ku (и 0), o sea, 
un cono circular sin vértico. 

(647) х = (а + b cos u) cos v, y = (a + b cos u) sen v, 
2 = b son u, o sea un toro. 

(648) z = a ch (u/a) cos v, y = a ch (ula) sen v, z = u, 
o' sen, un catenoide. 
° (649) z = a son u cosv, y == a sen и SCN U, 2 == 
= a (In tg (u/2) + cos u) (и 52 7/2), o sea vna seudoesfera. 

650, Hallar la primera forma cuadrática del helicoide 
recto х = и COS V, y = U SCN U, 2 = 00. 

651. Hallar la primera forma cuadrática del helicoido 
de forma general т = м cos v, y == u son v, z = f (u) + av. 

652. La superficio S es una parte de la figura formada: 
a) por las tangentes, b) por las normales principales, c) por 
las binormales de una línea г — r (и), donde и es un pará- 
metro natural. Hallar la primera forma cuadrática de la 
superficie S. 

653. Hallar Ja primera forma cuadrática de la superficie 


z = z (z, y) 


654. Señalar qué forma cuadrática entro las citadas a 
continuación no puede servir en calidad de primera forma 
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cuadrática de cierta superficie: 
a) ds? = du? + 4du dv + dif; 
b) de? = du? + 4du dv + 4002; 
c) ds? = du? — бди dv + 600; 
d) ds? = du? + ádu dv — 2dv?. 


655. Hallar las fórmulas de transformación do los 
coeficientes de la primera forma cuadrática y do la expresión 


H =V EG 
al pasar a un muevo sislema curvilínco de coordenadas. 
656. Mostrar que, una voz escogidas correspondientos 
las coordenadas enrvilíneas en la superficie do rota su 
primera forma cuadrática puede ser reducida а la Forma 


ds? = du? 4- G (и) ал. 


657. Una rod do líneas de coordenadas en una superficio 
se llama red de Chébishev si los segmentos do línoas de coor- 
denadas de una familia, comprendidos entre dos líneas do 
otra familia, tienen longitudes iguales. Demostrar que una 
rod de Jíncas de coordenadas en superficie es red de Chébishov 
si, y sólo si, 2,5 = 0, 2,6 = 0. 

658. La primora forma cuadrática do una suporficio 
tieno la forma 


ds? = du? 4- 2F dii de 4- ди. 


¿Qué se puede decir en esto caso de las coordenadas curvi- 
Jíncas? 

659. Reducir la primera forma cuadrática de una esfera, 
un toro, un catenoide y unn seudoosfera a la forma 


ds? = di? + б (и) dos. 


660. Un sistema do coordenadas curvilíneas en superficio 
se llama isotérmico si la primera forma cuadrática de la 
superficie en estas coordenadas tiene la forma 


۴ ds* = A (и, v) (du? 4- dv?). 
Iallar. las coordenadas isotérmicas sobro una soudoosfora. 


661. Hallar el ángulo bajo el cual se cortan las gonora- 
trices rectilíneas del paraboloide hiperbólico 2 = алу. 


on Cap. 4. Superlicics. 


062. Mostrar que las áreas do regiones en los paraboloides 
2=0(02+y9)2 y 2 = ату que se proyectan sobre 1а 
misma región del plano х0у son ignales. 

663. Tallar las ecuaciones do líneas quo cortan los 
meridianos de una superficio de rotación bajo un ángulo 
constanto æ (de nna lozodromia). 

664. lalar la ecuación de las loxodromias en una esfera. 

665. Si la familia de líneas en una superficie está defini- 
da por la ecuación diferencial A du + В dv == 0, entonces 
la ecuación de las trayectorias ortogonales, o son, do las 
líneas que cortan las líneas dadas bajo el ángulo recto, tionc 
la forma 


(BE — AP) du A- (HF — AG) do = 0. 


Demuéstrese esto. 

666. Llallar las trayoctorias ortogonales do Јаз goneratri- 
ces rectilíneas de nn cono. 

667. La superficie S os una parte de la figura formada 
por las Langontes a cierta línea: Hallar Jas trnyectorias orto- 
gonales de las geucratrices roctilíneas de la suporficio S. 

668. Encontrar la ecuación diferencial do las línoas quo 
corlan las generatrices rectilínoas de la superficio $ dol 
problema 667 bajo un ángulo constante o. 

669. Jfallar la ecnación diferencial de traycotorias orto- 
gonados de una familia de líneas p (и, v) = const en una 
superficie. 

670. Hallar las trayectorias ortogonales de una familia 
de líneas u -- v = const que descansan en una osfora 

z= R сози созо, y = П cos и sen U, z= R sen tt. 

671. Hallar Jas trayectorias ortogonales do una familia 
de líneas u = Ce” que descansan sobre un helicoide oblicuo 
ж = и созо, y =USMV, а= и +0. 

672. Sobre un cono circular z = и cos v, у = U SON v, 
2 = u, se examina una familia do líneas v = u? + œ, dondo 
о es un parámetro. Hallar la familia de sus trayectorias orto- 
gonales. 

673. Escribir las ecuaciones de un helicoido oblicuo 
ж к= ncosv, y == usen v, z = и +v, tomando las líneas 
v = const y sus trayeclorias ortogonales por líneas de coor- 
denadas. 
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674. Deducir la condición do ortogonalidad do dos fami- 
lias de líneas en una superficie, definidas por 1а ecuación 
diferencial 


P (и, v) du? 4- Q (u, v) du dv 4- R (uv) de? = 0. 


675. Demostrar que sobre un helicoide recto z = 
= u соз 0, y == u SON 0, 2 = av la ecuación diferoncial 


du? — (и? + à?) de? = 0 


dofine la red ortogonal 
676. En la superficie z = azy hallar Jas traycctorias 
ortogonales de sus generatrices rectilineas. 
677. Demostrar que las Jíncas que en cada punto suyo 
hisocan los ángulos comprendidos entro las líneas do coordo- 
nadas se definen por Jas ecuaciones diferencialos 


VE du 3- V G dv =0. 


678. Encontrar las ecuaciones do las líneas sobre un ho- 
licoide recto х = сов, y =u sen v, z= av, que bisccan 
los ángulos comprendidos entre las líneas de coordenadas. 

679. ITallar las ecuaciones de las líneas en la esfera 
æ == а соз U SEN р, у = а зеп usen v, 2 = а соѕ V, quo bi- 
secan los ángulos comprendidos entro las paralelas y los 
meridianos. 

680. Hallar Jas ocvaciones de las líneas que bisecan los 
ángulos comprendidos entre las generalricos rectilincas on 
cada punto de la superficie z — azy. 

681. Dada la superficie 


ego, y=, а= ир (фи |4- |u| 0), 


a) Hallar la primera forma cuadrática. 

b) Calcular la diferencial de la longitud del arco para 
las líneas u — 2, v — 1, v — au. 

c) Calcular la longitud del arco de la linea v = au entro 
los puntos de su intersección con las líneas u = 4, u = 2. 

682. fallar bajo qué ángulo sc cortan las líneas n -} v = 
= 0, u — v = 0 sobre el helicoide reclo x = м cos v, y = 
= usen, z= ov. 

683. Hallar el perímetro y Jos ángulos interiores del 
triángulo ш = 0072, v=4 que está en una superficio 


ж 
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en la cual 
ds? = du? + (u? + а?) der. 
684. Hallar en Ja superficie con la primera forma cvadrá- 
lica 
ds? = ди? + sh? u de? 


la longitud del arco de la línea u — v entro los puntos 
M, (uy, v) y Ma (из, Da). 
685. Hallar el ángulo comprendido entro las líneas 
о = 2н y v = —2u en la superficie que tieno la primera 
forma cuadrática 
ds? = ди? -+ dv*. 


686. Tablar el ángulo comprendido entre las lineas 
vandi y v=3—u sobre Ja superficie х = i Cos v, 
gom и sen p, occ ou 

687. Sobre un helicoido recto х = u cos v, y = м Sen v, 
av están definidas Jas líneas 


v= In (и + Vi Fa?) 4- C. 


Calcular las longitudes do los arcos de estas líneas entre 
dos puntos M, (иу, vy) Y Ma (ts, Va). 
688. Sobre la seudocsfera 


t= а SOn n COS V, gy == asenusenv, 


z = а (In tg (u/2) + cos u) 
se dan dos familias de lineas 


v = +a In tg (u/2) + C. 


Calenlar la longitud dol arco de la línea de cada familia entro 
dos puntos M, (и, v) y Ma (tz, 03). 

Demostrar que las longitudes de los arcos de todas las 
líneas de una familia entre dos líneas fijas de otra familia 
son iguales. 

689. Sobre una esfera está representado un triángulo 
rectangular cuyos lados son arcos de grandes circunferoncias 
do la esfera. Hallar: a) la relación entre los lados del tri- 
ángulo; b) su área. 

690. Hallar el Área de un cuadrilátero sobre el helicoide 
recto х = и сози, Y = tt SEN U, 2 av, acotado por las 
líneas u=0, u = a, v=0, v—1. 
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691. Hallar el área del triángulo curvilíneo и = av, 
v — 1 que está en una superficie con la primera forma cua- 
drática 
ds? = du? + (и? + a?) йл. 


692. Hallar el ёгса de una región esférica convexa limi- 
tada por el bucle de una curva de Viviani. 

693. Llámase lúnula esférica a la figura constituida por 
dos grandes semicircunferencias quo tienen los extremos 
comunes. Hallar el área 5 de una lúnula esférica con ol án- 
gulo «pp en ol vértice. 

694. Demostrar que toda superficio cilíndrica se puede 
superponer a un plano. 

695. Domostrar quo toda superficio cónica se puodo 
superponer a nn plano. 

696, Demostrar que se puede superponer a un plano la 
superficie que es una parte de la figura formada por Jas 
tangontos a cierta línea. 

697. Demostrar que un helicoide recto se puedo suporpo- 
ner a un catenoide. 

698. Llámase superficie de Liouville a la que Иепе una 
primera forma cuadrática quo se puedo reducir a la forma 


ds? = (f (и) + g (0) (du? + dv). 


Demostrar que una superficio aplicable a la smporficie do 
rotación es superficio do Liouville. 

699. Demostrar que cualquier superficie do rotación se 
puede aplicar localmente de un modo conforme sobro un 
plano. 

700. La aplicación de una superficie sobre otra se llama 
equiareal si las regiones do aplicación correspondiontos 
tienen las áreas iguales. Demostrar que si la aplicación de 
una superficie sobro la otra es conforme y equiaroal, entonces 
es isométrica. 


$ 14. Aplicación esférica, segunda forma cuadrática 


Sea S una superficio orientada cuya orientación so de- 
termina por el campo do m vectores unitarios sobro la supor- 
ficie, ortogonales a ella. La aplicación de la superficie 5 
en la esfera 5° tal, que al punto M € S le pone en corros- 
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pondencia el punto A" do una esfera cuyo radio vector es 
igual a m. (11), se Mama aplicación esférica (o gaussiana) de 
la superficie S. Соп ello, el espacio tangento TuS se puede 
identificar con el espacio tangente T',5?, identificando 
el vector tangente (Af, k) con (M', №). La aplicación esté- 
rica es suave y su diferencial en el punto M, considerada 
como transformación lineal del espacio 7,5, se denomina 
operador principal de la superficie (en el punto M) y se dosig- 
na con 4. Con ayuda del operador principal en cada espacio 
vectorial tangente a la superficie S se determina la forma 
simétrica bilineal pa, Mamada segunda forma fundamental, 
por la regla pa (№, р) = — A (h)-p = —h- A (p). Ln forma 
cuadrática a correspondiente so denomina segunda forma 


cuadrática de la superficie y se denota también рог фу. Si 


(0, r) es la parameirización de Ja suporfieio y 
д, дь" 


Tour x oui? 


m= 


entoncos 
A (дг) = Om, A (дг) = Om 


y para los vectores tangentes № = дыг, + Oye hy y p= 
== дигр + Oups 


A (h) = dumh, + дәт 
y 
qa (de, p) = —0 m длр — Pum -Arhips — 
— 0 m-urhsp, — 0,m-Ourlsps. 
Las funciones 
L(u, v) = дат (и, v)-Our(u, v) = т (и, v)-Ober(u, 0) = 


M (и, v) = дип (и, 0): дг (и, v) = —0,m (u, V) -Pur (и, v) = 
Dr dro 
YEG-PF ' 

N (u, v) = — дт (u, v)-Opr (u, v) =m (u, v)-Or(u, v) 


— Antag door" 


=m(u, о): дм (u, v) = 
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so denominan coeficientes de la segunda forma cuadrática 
(fundamental) de la superficie. Tieno lugar la fórmula 


Pa (№, р) = ыр + M (up, + hapi) + Мр. 


La segunda forma cuadrática so escribe frecuentemento 
así: 
Фа = L du? 4- 2M du dv + N ал. 


En ln hase movible (2,r,r) do una superficio, la matriz 
del operador principal (de la transformación lineal) 4 
tiene la forma 

1 ЕМ СІ, FN—GM 
EG—PALFL--EM FM-—EN Y" 


En cada punto de Ja superficie se determinan los valores 
propios (realos) 44, 44 del operador principal 4 y los vectoros 
propios unitarios recíprocamente ortogonales сү, ез talos, 
que 4 (ej) == Mern A (е) == Mes. Las direcciones dotermi- 
nadas en cada plano tangonte do la superficio por los vocto- 
гоз сү y €, se llaman principales. El punto de la superficio 
en que ol operador ре ее e nulo, o sea, A, = 0, А, = 
se denomina punto de aplanamiento. 

El punto on que el operador: principal es una semejanza, 
о Sen, A, = А, 0 se llama punto de redondeo (o punto 
umbilico). 

Denomínase curvatura normal k, de una línea sobre la 
superficie on un punto M, al valor de Ја proyección del vec- 
tor de curvatura lr do esta línoa en ol punto ЛГ sobre Ја 
normal a la superficio, orientada por el vector m (M). Si dos 
líneas en la superficie tionen en el punto M una recta tan- 
gente común, entonces sus curvaturas normales cm csto 
punto coinciden. Por eso la curvatura normal en el punto Af 
se puedo considerar como función de la dirección en ol 
plano tangente en el punto M y llamarla curvatura normal 
de la superficie en la dirección dada. La curvatura normal 
de una línea que tieno en cl punto AM el vector tangento № 
se calcula por la fórmula 


ta Bp. 
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Si por la normal a Ja superficie ca el punto Af se pasa 
uu plano, entonces en el entorno del punto M Ја intersec- 
ión de esto plano con la smporficie es linca y so llama sec- 
ción normal. La curvatura de la sección normal coincide 
con ol módulo de su curvatura normal. La curvatura k do 
una línea en superficie está enlazada con la curvatura ky 
de la sección normal, que tiene con la línea en cuestión 
la tangente común, según la fórmula 


ka = k | eos 0 |, 
donde 0 os el ángulo comprendido entre cl vector m y ol 
vector л do la normal principal de la Ипса, Las curvaturas 
normales de мад suporficio en las direcciones principales se 
Inman curcaturas normales principales y se designan mo- 
dianto Лу y К, 
Lon las fórmulas 


kı = №, ka = А 


aices do la ocuación 


y Кү, ka son las 


(EG — 1°) kè — (EN + GL — 2FM) k 4 LN — М? = 0. 
Si el vector tangento № engendra el ángnlo q con el vector 
e, de la dicección principal, entonces 


Je, (l) = ley cos? ip -Ь Ку son? Ф, 


o soa, la fórmula de Euler. 
La curvatura total (o gaussiana) de wna superficio on 
un punlo so delermina por la fórmula 


LN— М? 
FG— Та 


y la curvatura media, por la fórmula 


kikka ENAGL—-20M 

2 = ТЕ FA 

Si K >0, entonces el punto de la superficie se llama 
eliplico; si K <0, hiperbólico; si К = 0, parabólico. 

Si a partir de ciorto punto M de una superficie se traza 
en la tangente a cada sección normal un segmento igual 
a la raíz cuadrada del radio de curvatura de esta sección, 
enlonces se obliene una línea quo se denomina de Dupin. 


Ko=det = lle, = 


1 = 
U= gtt A= 
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701—714. Hallar los conjuntos de puntos sobre una 
estera en los que se representan las superficies indicadas 
а continmación con su aplicación esférica; 

(701) Una esfera. 

(702) Un elipsoido. 

(703) Un paraboloide clíptico. 

(704) Un hiperboloide de rotación do una hoja. 

(705) Un hiperboloide de rotación de dos hojas. 

(706) Un cilindro elíptico. 

(707) Un cilindro parabólico. 

(708) Un cilindro hiperbólico. 

(709) Un cono circular. 

(710) Un catonoide. 

(711) Una soudoosfera. 

(712) Un toro. к, 

(713) El cilindro y = 27. 

(714) Un holicoido recto. 

715. Supongamos que la superficio 5 es una parte de Ја 
figura constituida por las tangonles do la curva ospacial 
r =r (t). Demostrar que la imagen de la superficie 5 en 
aplicación esférica es ln curva sobre la esfera 

716—726. Hallar la segunda forma cuadrática de las 
superficies de rotación siguientes: 

(716) = == f (и) cos v, y = f (u) son v, z == g (u), o son, 
una suporficie de rotación con el eje do rotación Oz. 

(717) z = Д cos и cos v, у = П cos u son v, z — [t sen it, 
о son, una esfera. 

(718) x = a сози cos v, y 
о sea, un elipsoido de rotacii 

(719) z = achucosv, y = a ch u son v, 2 =cshu, o 
sca, un hiperboloide de rotación de una hoja. 

(720) z = a sh и созо, y = ash ıt son v, 2 = cchu, o 
sea, un hiperboloido de rotación de dos hojas. 

ж = и COS U, y = u sen v, 2 == и?, о sca, un para- 
boloide de rotación. 

(122) z = П cosv, у = R senv, 2 = u, o sea, un ci- 
lindro do sección circular. 

(723) х = u cos v, y = n sen v, z = ku (и 40), o sea, 
un cono circular sin vértico. 

(724) х = (a + b соз и) cos v, y = (a + b cos u) sen v, 
z= bsenu, o sea, un toro. 

101435 


а соз и SON 0, 2 = c SON U, 
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(725) x = a ch (ula) cos v, y = a ch (ula) sen v, a = u, 
o sen, un calenoide. 

(726) = = a sen u cos v, y = a sen и sen v, z= 
= a (In tg (1/2) -I- cos u), о sea, una seudoesfera. 

727. tallar la segunda forma cuadrática del helicoide 
directo r >= n cos U, Y = ш SON 0, 2 = Qv. 

728. Mostrar que cualesquiera que se escojan las coor- 
denadas curvilíneas sobre un plano la segunda forma cuadrá- 
tica os igual idénticamonte al cero. 

729. Si la segunda forma cuadrática de Ja superlicin 


2= f (z, y) 
es idénticamente igual а cero, entonces Ja suporficie os un 
w o una parte de este último. Demuéstrese eslo. 


0. Mostrar que las ecuaciones del catenoide (problo- 
0) se puede ropresentar on Ja forma 


== Уи -а?сово, 
y — V us 3-a? sen v, 
z=a ln (u4 V WF a). 

Mallar la segunda forma cuadrática dol catenoide con la 
parametrización indicada y calcular la curvatura normal do 
Jos líneas do coordenadas. 

731. La superficio S es una parte de la figura consti- 
tuida por las tangentes a una línea espacial. Hallar las 
ewrvaturas principales de la suporficio 5. 


732. Calcular las curvaturas principales en los vérlicos 
del hiperboloide de dos hojas 


733. Hallar las direcciones principales y las curvaturas 
principales del helicoide recto z = и созо, y = u son v, 
2 = av. 

734. Demostrar que las direcciones principales de un 
helicoide recto bisecan los ángulos comprendidos entre las 
direcciones de la generatriz y de la hélico. 

.735. Calcular las curvaturas principales de la superfi- 
cie 2 = zy en о! punto M (1, 1, 1). 
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736. Calcular las curvaturas principales do la suporficie 


en el punto Af (0, O, 0). 

787. Mostrar que en todo punto de la superficio z — 
= иш cos V, y == u Sen v, 2 = hu, una de las secciones nor- 
males principales es recta. 

738. Hallar las curvaturas de las secciones normales de 
la superficie y = 22/2, а) en un punto arbitrario; b) en 
los puntos de las líneas que so obtienen en las secciones de 
la superficie por los planos z — К en las direcciones que 
van por las tangentes a estas líneas; c) en ol punto M (2, 2, 4) 
en Ja dirección de la tangente a la Jínea y = 22/2, 2 = 12. 

739. En la superficio x = u? 4 1%, y = u? — v, 2 = uv 
se da ol punto P (u = 1, v = 1). 

a) Calcular las curvaturas principales de la superficio 
en el punto P. 

b) Hallar las ecnaciones de Jas tangentes PT, DT, 
a las secciones normales tangentes on el punto indicado. 

€) Calcular la curvatura do Ja sección normal en el 
punto P ln cual pasa por la tangente a la línea v = u?. 

740. Dada la suporficio 


2e Di 4-3 y. 


a) Hallar en ol origen de las coordenadas la ocnación 
de la indicatriz de Dupin. 

b) Calcular en el origen de las coordonadas el radio de 
curvatura de la sección normal, la tangente al cual forma 
un ángulo de 45” con ol оўе Oz. 

741. En el plano tangente en un punto M de una super- 
ficie están trazadas m líneas que forman entre sí ángulos 
iguales n/n. Mostrar que 

1 1 1 4 
Meat). 
donde f/r, son las curvaturas normales do las líneas en Ja 
superficie, que tocan las rectas on cuestión. 

742. Por el vértico M de wn elipsoide de rotación se 
trazan todas las líneas posibles. Hallar la figura constituida 
por los centros de curvatura do estas líneas en el punto M. 
1 
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743. Mostrar que las superficies dosarrollables se ca- 
racterizan por el hecho de que su curvatura total en todos 
los puntos os igual al cero. 

744. ПаНаг las superficies para las cuales la sogunda 
forma cuadrática sea un cuadrado completo. 

745. Mostrar que uno de los radios principales de curva- 
iura de una superficie de rotación es igual al segmonto do 
la normal, comprendido entro la superficie y el oje do rota- 
ción. 

746. Hallar la curvatura total de las superficies indi- 
cadas en los problemas 639-—649 como producto de las 
curvaturas principales (sin calonlar las formas cuadráticas). 

747. Si una parábola gira en torno a la directriz, so 
obtiene una suporficie en Ja cual | Л, | = 2 [Ry |, dondo 
Hh, y №, son los radios principales do curvatura. Demués- 
trese oslo. 

748. llallar la expresión de la curvatura total do una 
superficie referida a las coordenadas isolérmicas. 

749. Mallar la expresión de la curvatura total de una 
superficio referida a los coordenadas semigeodésicas, о sou, 
n tales on que la primera forma cuadrática tiono ol aspecto 


ds? du? + G (u, v) dv. 


750. Hallar la curvatura total do una superficio cuya 
forma enadrática sea 


ds? = du? 4- е?“ du?, 
751. Hallar la curvatura total] del paraboloide 


E 
XA 
752. Mostrar que si la primera forma cuadrática tieno 
el aspecto 


ds? = du? +- 2 cos ө du dv + dv’, 
entonces su curvatura total se calcula por la fórmula 


753. Tfallor Ja curvatura total de la superficio definida 
por Ja ecuación F (т, y, 2) = 0. 
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754. Demostrar que la curvatura total de uua super- 
ficio con Ја primera forma cnadrática 


аил 


ar 


es constante. 

755. La superficie S es una parte de la figura consti- 
tuida por las normales principales (por las binormales)-de 
En Hen espacial. Hallar la curvatura total de la super- 
icie S. 

756. Hallar la curvatura total y la media del helicoido 
directo z == u сози, y = usen v, 2 = av. ¿En qué líneas 
la curvatura total es constante? 

757. Tallar la curvatura total y la media de la supor- 
ficie 2 = f (z, y). 

758. Hallar la curvatura total y la media do la supor- 
ficie de rotación z = / (p), donde p = Y z? F y*. 

759. ПаПаг la curvatura modia de un cilindro circular 
do radio a. 

760. Supongamos que vna superficie fue obtenida hacion- 
do girar сп torno al eje I una Jínea L que no tenga puntos 
con curvatura nula. Si la línea L está vuelta con concavidad 
hacia el eje Z, entonces la superficio estará compuesta por 
puntos elípticos; pero si está vuelta hacia cl ejo I con convo- 
xidad, esta superficie estará constituida por puntos hiper- 
hólicos. Demuéstrese esto. 

761. Hallar los puntos elípticos, hiperbólicos y parabó- 
licos sobro un toro. 

762—766. Investigar el caráctor de los puntos en las 
superficies obtenidas por la rotación de las líneas siguien- 


tes: 

(762) La sinusoide у = sen z (z la) gira alrodedor 
del oje Oz. 

(763) La sinusoide y = sen z (z + Кл) gira alrodedor dol 
eje Oy. 

(764) La línea y = In х (= 4-1) gira alrededor del 
ejo Oz. 

(765) La línea y = In z gira alrededor del eje Oy. 

(766) La гата de la hipérhola zy = 1 (z 220, х + 
э®© ВГА) gira alrededor de la recta Az +- By = 0. 
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767—775. Investigar el carácter de los puntos en Jas 
superficies de segundo orden siguientes: 

(767) Un olipsoido. 

(768) Un hiperboloide de una hoj 

(769) Un hiperboloide de dos hojas. 

(770) Un paraboloide elíptico. 

(771) Un paraboloide hiporbólico. 

(772) Un cilindro olíptico. 

(773) Un cilindro parabólico. 

(774) Un cilindro hiperbólico. 

(775) Un cono sin vértice. 

776. Averiguar ө) carácter de los puntos de la superficie 
z = f (u), donde и = V z* — yr 

777. Mostrar que todos los puntos do la superficie 
x -l- y == 2% son parabólicos. 

778. Demostrar quo la única suporficio conoxa con cur- 
vatura total no nula constituida completamente por los 
puntos de redondeo es una esfera о parte do la esfera. 

779. Para que un punto de una superficie sea un punto 
de redondeo es necesario y suficiente que en este punto se 
cumplan las condiciones 


LMM 


EF st 


Domnéstreso osto. 

780. Señalar el método geométrico de construcción de 
los puntos de redondeo para una superficio de rotación, 

781. La sinnsoide y = sen z (х 5 km) gira en torno al 
eje Oz. Hallar en la superficie do rotación los puntos de 
redondeo. 

782—786. Hallar los puntos de redondeo de las super- 
ficies siguientes: 

(782) Del elipsoide do rotación. 

(783) Del paraboloide de rotación. 

(784) Del paraboloide elíptico. 

(785) Del elipsoide de tres ejes. 

(786) Del hiperboloide de dos hojas. 

787, Mostrar que los puntos de redondeo de la suporficie 


ua E 
,اسر ,اک‎ т=н» 
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so encuentran en las líneas 
ucy udvu-d-1--0. 

788. Demostrar quo el punto de redondeo se caracteriza 

por la igualdad 
9 = К. 

789. Citar un ejemplo de superficie con un único punto 
de. aplanamiento. 

790. Citar un ejemplo de superficie en la cual los puntos 
dé aplanamiento forman una línea. 

791. Demostrar que la única superficie constituida 
enteramente por puntos de aplanamiento es un plano o parte 
del plano. 
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Una familia nniparamétrica de líneas en una superficie 
definida por la ecuación 


f(u, », С) = 0, 


se Пата regular si por cada punto de Ја rogión on examon 
pasa una y solamente una línea do Ja familia. Donomínase 
red de líneas on superficie al conjunto do dos familias rogu- 
lares cuyas líneas, intersecándose, no se tocan. 

Dos direcciones en ol plano tangente de In superficie 
roprosentadas por los vectores № y p se Патап conjugadas 
si pa (Л, p) = 0, o soa, si 

Lip, + M (pa + hapi) + Марз = 0, 


donde № = (h, hy), p = (ра, ра). 

Una red de líneas on superficie se dice conjugada si on 
cada punto los vectores tangenciales a las líneas de diforen- 
tos familias do esta red están conjugados. 

La dirección determinada por el vector A, so donomina 
asintótica si qa (Р, h) = 0. La dirección asintótica viene 
caracterizada por el hecho de que la curvatura normal do la 
superfici n os igual a coro. Una línoa en 
suporficie se llama asintótica si en cada punto su tangente 
tiene la dirección asintótica. Las representaciones interio- 
ros de líneas asintóticas se hallan como soluciones de la 
ecuación diferencial 

Ldu? + 2M du do + N dv = 0, 
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En una superficie compuesta por puntos elíplicos no hay 
lineas asintóticas. En una superficie constituida por puntos 
hiperhólic por cada punlo pasan dos Jíneas asintóticas. 
En una superficie formada por puntos parabólicos que no 
sean puntos de aplanamiento, por cada punto pasa una 
línea asintótica. 

792. Hallar las ecuaciones diferenciales de las familias 
de líneas en superficie quo forman wna red conjugada con 
la familia do linens de coordenadas и = const y v = const. 

793. Mallar la condición de conjugación de dos fami- 
Нав de líneas en superficie, definidas por la ecuación dife- 
rencia) 


Р (и, v) du? 4 Q (u, v) du do + R ((u, v) dee = 


794. Las lineas »* du? — u? de? = O que se encuentran 
sobre cl lhiclicoide z == ucosu, y и sen v, z == av, for- 
man una rod conjugada. Demwéstreso osto. 

795. Encontrar la ecuación diferencia] de la familia de 
líneas en superficio que forman wna red conjugada con la 
familia de líneas q (и, v) = C. 

796. Mostrar que Jas líneas de coordenadas de la supor- 
ficie de traslación r = r, (и) 4-74 (v) forman una rod 
conjugada. 

797. Y! paraboloido elíptico 


está cortado por Jos planos z + y = C, donde C es wna 
constante arbitraria. Hallar la familia de líneas quo forman 
con estas secciones nna red conjugada. 
798. En el punto M (1, 1, 1) do la superficie zyz = 1 
hállese la dirección conjugada con la dirección a (1, —2, 1). 
799. La familia monoparamétrica de líneas en suporfi- 
cie está definida por la ecuación diferencial 


A (и, v) du + В (u, v) de = 0. 


Hallar Ja ecuación diferencial de la familia de las líncas 
conjugadas con las dadas. 

800. En una superficie desarrollable una familia de 
generalrices rectilínens está conjugada con toda familia 
monoparamétrica de líneas. Demuéstrese esto, 
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801. Hallar las Jíneas conjugadas a la familia do líneas 
uc vu = C sobre el helicoide oblicuo z = ucosv, y = 
= U SCN 0, 2 = ud v. 

802. Demostrar que una línea en superficie es asintótica 
si, y sólo si, satisface una de las condiciones siguientes: 

a) en cada punto suyo la tangente tiene la dirección 
asintótica; 

b) en cada punto la curvatura normal de la línea es 
igual a cero; 

€) en Jos puntos de la línea donde su curvatura se dis- 
tingue do cero el plano osculador de la línea coincide con 
c] plano tangente a la supo 

803. Para que las líneas de coordenadas en suporficio 
sean asi as es necesario y suficiento quo N = L = 
Demuéstr esto. 

804. Hallar las líneas asintóticas de una seudocsfora. 
Demostrar que forman vna rod de Chébishov. 

805. Sea 1 nna línea asintótica a la superficie (P. Demos- 
trar que Jas características de la familia monoparamótrica 
do planos tangentes a la superficie P a Jo largo de la línea Г 
coinciden con las tangentes a la línea l. 

806. Encontrar la ocunción diferencial de las Jíncas 
asintóticas de una superficie de rotación. 

807. Hallar las líneas asintóticas del catenoido z = 
= ch u cos 0, y = ch u seno, 2 = и. 

808. Investigar las líneas asintóticas de un toro. 

809. Hallar los líneas asintóticas de un helicoide recto. 

810. Hollar las líneas asintóLicas de un hiperboloido 
de wma hoja. 

811. Una recta se desplaza en paralelo al plano z0y, 
cortando ol eje Oz y Ја línea z = u, y = u?, 2 = u’. Hallar 
Jas líneas asintóticas a la superficie descrita por esta recta, 

812. Mostrar que la línea 
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813. En la superficie engondrada por Jas normales princi- 
pales de una línea espacial esta línea os asintótica. Demués- 
trese esto. 

814. Una superficie so llama mínima si su curvatura 
media es idéntica a cero. Mostrar que en la superficie míni- 
ma la red de líneas asintóticas es ortogonal, o sea, оп todos 
los puntos las líneas de una família son ortogonales a las 
líneas de Ja otra. 

815. Si on cierto punto de una superficio la curvatura 
media es igual a coro, entonces las direcciones asintóticas 
son perpendiculares recíprocamente. Demuéstreso esto. 

816. Mostrar quo en un plano toda línea es asintótica 
e, inversamente, la superficie en que toda línca es asintó- 
lica os wn plano o parto dol plano. 

817. Mostrar que eu una superficio pacalela a la dada 
las lineas correspondientes a las líneas asintóti de la 
suporficio en cuestión serán asintóticas si, y sólo si, la 
suporficio dada es desarrollable. 

818. Domostrar que la línea 1 de una superficio y su 
aplicación esférica?’ tienen en los puntos correspondientes 
Ins tangentes perpendiculares si, y sólo si, I es una línea 
asintótica. 
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Una línea en una superficie se Пата línea de curvatura 
si en cada punto do la línea su tangente tione la dirección 
principal. Las representacionos interiores de las líneas de 
curvatura se hallan de la ecuación diferencial 


Edu--Fdv Fdu4-Gdv 


Ldu+Mdo M du4-N dol 9 


Por cada punto de la superficie que no sea punto do 
aplanamiento o de redondeo, pasan dos líneas de curvatura 
recíprocamente ortogonales. 

819. Demostrar que una línea en superficie es línea do 
curvatura sí, y sólo si, se cumple una de las condiciones 
siguientes: 

a) la línea en cada punto va por Ja dirección principal; 
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b) la curvatura normal en cada punto suyo cs igual 
а una de las curvaturas principales; 

c) las normales a la superficie a lo largo de Ја línea 
forman una superficie desarrollable. 

820—826. Hallar las líneas de curvatura de las superfi- 
cies siguientes: 

(820) Do una superficie cilíndrica arbitraria. 

(821) De una superficie cónica arbitraria. 

(822) De una supe de rotación arbitraria. 

(823) De la suporficie z = и? -+ 1%, у = u? — 0°, 2 =з v. 

(824) De una superficie desarrollable arbitraria. 

(825) De un helicoide recto. 

(826) Do un paraboloide elíptico. 

827. En un plano o en una esfera toda linen cs línoa de 
curvatura. Domuéstroso esto. 

828. Demostrar quo las línens de coordonadas de una 
superficie son líneas do curvatura si, y sólo si, P = М = 0. 

829. Mostrar que Jas líneas de coordenadas do Ja super- 
ficie = = Зи — и? + Зи, y = v’ —3uv—30 z= 
= 3 (u? — v?) son líneas do curvatura. 

830. Demostrar que Ja generatriz roctilinoa de una 
superficie reglada oblicua no puede ser linea do curvatura. 

831. Hallar la envolvente de la familia de suporficios 
normales, trazadas on los puntos de la línea do curvatura. 

832. Demostrar que on la región de los puntos hiper- 
hólicos de una superficie las líneas de curvatura en cada 
punto Біѕесап los ángulos comprendidos entre las lineas 
asintóticas. 

833. Mostrar que a Jas líneas de curvatura de una su- 
perficio S en una superficie paralela a ésta correspon- 
den también líneas de curvatura 

834. Averiguar en qué condiciones a la red orlogonal 
en la superficie dada corresponderá la red ortogonal on 
wna superficie paralela a la indicada. 

835. ¿En qué condiciones el sistema de secciones circu- 
lares de nn elipsoide es sistema de líneas de curvatura? 

836. En cualquier superficio existo una única red orto- 
gonal conjugada que coincide con las línoas de curvatura 
de la superficio. Demuéstreso osto. 

837. Para que la línea de curvatura de cierta suporfi- 
cie, por la cual ella corta otra superficie, sea línea 
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de curvatura también de esta última, es necesario y sufi- 
ciente que estas superficies se intersequen bajo un ángulo 
constante. Demnéstrese esto. 

838. Demostrar quo la aplicación esférica de la Ипса 
de curvatura plana de una superficie es una circunferencia. 
Demostrar que con la aplicación esférica de una 
superficie, la Jínea Z en superficie y su imagen 1' tendrán 
las tangentes paralelas en los puntos correspondientes si, 
y solo si, Z es línea de curvatura. 
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Llümase línea geodésica en superficie a la línea, en 
cada punto de la cual se comple una do Jas condiciones: 

a) la enrvatura de Ja línea es igual a cero; 

b) la normal a la superficie es la normal principal do 
ln línea. 

Si la red de coordenadas es ortogonal, entonces Jas 
ecuaciones diferenciales de Jas representaciones interioros 
de las Jíneas geodésicas dadas tionen la forma 


PETI p (аи \? ; du do de? 

28 AVE (е) uir aG ( a) а m 
P ану обн о а \? _ 

26 E — o, (E) ос E Ge д.с (o) — 0. 


considerando que dv 0, este sistema puede ser sustituido 
por ]a ecuación 


£s (B) (E E) (B 


BoE _ AG дп д„б 
+( E 26 ) 2E 


Serán o no en este caso las líneas v — const goodésicas, 
convieno comprobarlo partiendo del sistema (1). 

Por cada punto de una superficie pasa en la dirección 
dada una sola línea geodésica. 

JLlámaso curvatura. geodésica do la línea sobre una super- 
ficie en cl punto dado a la longitud de proyección del vec- 
tor de curvatura de la línea kn sobre el plano tangente a la 
superficie on esto punto. 
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Denomínase torsión geodésica, correspondiente a Ja di- 
rección dada, a la torsión de la línen geodésica que pasa 
en esta dirección. Si en la superficie las coordenadas curvi- 
líneas están escogidas de modo tal que una familia de líneas 
de coordenadas se compone de líneas geodésicas y la segunda, 
de sus trayectorias ortogonales, además una do las coorde- 
nadas curvilineas coincide con la longitud de arcos do las 
líneas de coordenadas de la primora familia, entonces el 
sistema de coordenadas se llama semigeodésica. En tal 
sistema de coordenadas la primera forma cuadrática es 


ds? = du? + б (и, v) а. 


840. Domostrar quo la linen geodísica en una supor- 
ficic se caracteriza completamonto por una do las propieda- 
des siguientes: 

a) En cada punto do la línea donde su curvatura es dis- 
tinta de coro la normal п la suporficio os la normal princi- 
pal de la línea. 

b) En cada punto de la línea donde su curvatura os 
distinta de cero la normal а la suporlicio está on el plano 
osculador de la línea. 

д) En cada punto de la línea su curvatura geodésica es 
igual a cero. 

d) En cada punto de la línea su curvatura os igual al 
valor absoluto de la curvatura normal. 

e) En cada punto de la línea donde su curvatura os 
distinta de coro su plano rectificante coincido con el plano 
tangente a la superficie. 

841. Domostrar que toda línea recta on una superficie 
es una línea geodésica. 

842. Dos superficies son tangentes entre sí por la lí- 
nea l. Demostrar que зі Z es línea geodésica on una superfi- 
cie, entonces ella debe ser geodésica también en la otra 
superficie. 

843. Mostrar que la ecuación diferencial de las línoas 
geodésicas do la superficie r — r (u, v) se puode representar 
en la forma N dr d'r = 0, donde N es el vector de la nor- 
mal de la superficie. 

844. Demostrar que Jas líneas geodésicas de un plano 
son sólo rectas. 
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845. Demosiror que las líneas geodésicas de una supcr- 
ficie cilíndrica son sólo goneratrices rectilíneas y hélices 
generalizadas. 

846. Demostrar que los meridianos de una superficie 
de rotación son líneas geodésicas. 

847. Demostrar que la paralela de una superficio de 
rotación será geodésica si, y sólo si, Ja tangente al meridiano 
en sus puntos es paralela al oje de rotación. 

848. Hallar las líneas geodésicas sobro una esfera, 

849. Demostrar que una línea geodésica es asintótica 
si, y sólo si, os recta. 

850. Demostrar que una línea geodésica es línea de 
curvatura si, y sólo si, es plana. 

851. La envolvente de los planos rectificantos do nna 
linea geodésica en wna superficio dosarroJlable es la supor- 
ficie dada. Demnéstreso esto. 

852. E] vector de Darboux do una línea geodésica en 
una suporlicio desarrollable está orientado por la generatriz 
en el punto dado. Demwuéstrese esto. 

853. En la-superficie que envuelve los planos rectifi- 
cantes do una línea espacial, esta línea es geodésica. Do- 
muéstrose esto. 

854. Demostrar que Ja curvatura gcodésica do una linoa 
en una superficie puedo sor calewlada por la fórmula 


k¿=mrr, 


donde m. es ol vector unitario de la normal а Ja superficie. 

855. Demostrar que la curvatura goodésica os igual a la 
curvatura do la proyección de la línea sobre cl plano que 
toca la superficie en el punto dado de la línea. 

856—858. Hallar la curvatura geodésica: 

(856) De una circunferencia de radio r quo descausa 
sobre una esfera de radio R. 

(857) De las hélices u = const que están sobre el heli- 
coide recto х = и COS Y, у = ш Sen 0, 2 = av. 

(858) Do las líneas u = const y v — const en la supor- 
ficie z = ucosv, y = u sen v, 2 == f (v). 

859, Mostrar que la curvatura geodésica on los puntos 
de una línea asintótica es igual a su curvatura. 
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860. Demostrar que ta torsión geodésica de la línea 
Sobre una superficie puede ser calculada por la fórmula: 


donde m es el vector unitario de la normal a la superficie. 

861. Para que una línea en una suporficio sea línea de 
curvatura es necesario y suficiente que en cada punto suyo 
la torsión geodésica sea igual a cero. Domuéstrese esto. 

862. Mostrar que la torsión goodésica en los puntos do 
una Jínea asintótica es igual a la torsión de la línea asin- 
tótica. 

863—864. Hallar las líneas geodésicas: 

(863) De wn helicoido recto. 

(864) De una sendocsfora. 

865. Mostrar que las líneas goodésicas en una superficie 
do Liouville se definen por las ecuaciones 


du 


=+ f йе escis iu 
Тук, ^J Ypo a 


donde a y b son constantes arbitrarias. 
866. Domostrar que en una superficio de rotación a Jo 
largo do toda línea geodésica se cumple la relación 


о сози =c, 


donde р es la distancia comprondida entro ol punto goodé- 
sico y el ojo do rotación, y es el ángulo comprendido entre 
la goodésica y la paralela, c es ol número constante para 
la geodésica dada (teorema de Clairaut). 

¿Es cierto el teorema recíproco? O sea, ¿so deduce del 
cumplimiento de la relación indicada a lo largo de cierta 
línea en la superficie de rotación la afirmación de que esta 
línea es geodésica? 

867—869. Valiéndose del teorema de Clairant, investi- 
gar el comportamiento de las líneas geodésicas do las super- 
Ticies siguientes: 

(867) De un elipsoide de rotación. 

(808) De un hiperboloide de rotación de una hoja. 

(869) De wn toro. 

870. Si por un punto M, de una superficie se trazan 
en todas las direcciones posibles las líneas geodésicas y se 
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marcan sobre ollas, a partir del punto Ma, arcos do longi- 
tud igual, entonces los extremos de estos arcos forman la 
rayectoria ortogonal do las geodésicas. Demuéstrese esto. 


$ 18. Método de un sistema de referencia móvil en la 
teoría de superficies! 


Llámaso forma diferencial lineal (o l-forma) оп wma 
superficie S а la aplicación ө que a cada punto MES le 
pone en correspondencia la forma líncal ом sobre ol espacio 
vectorial TaS; la 1-forma œ pono en correspondencia 
a cada campo vectorial E sobro la smperficie la función 
o (E) en superficie, doterminada por la fórmula 


© ($) (17) = юм (Ens). 


La 1-forma c so dice save si para cualquier campo vecto- 
ria! suavo E la función « (E) es suave. 

Denomínaso 2-forma on una superficio S a la aplicación 
Q que a cada punto M € S lo pone en correspondencia Ja 
2-forma Qar sobre el espacio vectorial 7,5; la 2-forma 
Q pono en correspondencia a cada par de campos vectoriales 
E, y sobre la superficie la función Q (E, n) en superficie, 
determinada por la fórmula 


Q (E, n) (M) = Фм (ba тм). 


La 2-forma so dice suave si para cualosquiera campos vocto- 
riales E, т Ja función Q (E, т) es suave. A continuación 
examinaremos solamente 1-formas y 2-formas suaves. 

Llámase producto exterior de las 1-formas w y 0 en una 
suporficio S a la 2-forma œ A Ө determinada por la fórmula 
(о A 9) = ом A Өм, donde el producto exterior ом A Өм 
se considera en el espacio vectorial TaS. Sean (U, r) la 
parametrización de una superficie S con las coordenadas 
cnrvilíneas (и, v) у W =r (0). Entonces las diferonciales 
du, du de las coordenadas curvilíneas se pueden considerar 
como Í-formas en W por la regla 


дим (h) =h, дом (h) = ha, 


1 En $ 18 во da Ja numeración continua de Jas fórmulas quo so 
usa también en las respuestas. 
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donde № es el vector tangencial de la suporficio en el pun- 
to M y (№, ha) son sus coordenadas en la hase móvil 
(диг, Oy). Toda 1-forma w en W se representa unívoca- 
mente del modo 


o = du + аз do, 

donde a, = (диг), a; = œ (дг) son funciones suavos 
$n-W. La diferoncial df de la función f representada sobre W 
6s.una A-forma en W. Esta función f se puede considerar 
“también como función оп U por la regla 


1 (u, 0) = f (r (te, 9). 
Entonces df so representa así: 
df = 0.) du + д] dv. 


Liámaso diferencial exterior de la t-lorma ө dada en W 
a la 2- forma de determinada por Ja fórmula 
do == da, A du + da, A dv = (naa — 0,4) du A dv. 

Denomínase sistema de referencia móvil sobre una super- 
ficie orientada W = r (17) a la aplicación que a cada punto M 
do W le pone en correspondencia el sistema de referencia 
(M, e, (M), e, (M), e, (M)) donde los vectores e, (M), 
e, (M) pectenecon a Tar у (e (M), ca (M), ex (M) ез la 
hase ortonormalizada en R3 concordada con lo orientación 
de ta superficie W. Las magnitudes 07, су, су, e, so puedon 
considerar como funciones vectorialos en W con los valores 
A según la regla: la función vectorial Af pono en correa- 
in al punto A de 1> smperficio su radio vector y a la 
Iunción vectorial ey, ol vector еу (№) (j = 1, 2, 3). Las 
funciones voctoriales M y e, son suaves, supondromos que 
también ер, e; son suaves. Escribamos las diferenciales do 
ostas funciones vectoriales del modo 


¿My (h) = ok (0) e, (N) -ok (А) e (N) ө (h) es (N), | 
desy (h) = 00] y (В) e (N)4- Ooty (h) е, QN) +07 y Q0) ел (N), 
dean (h) = oj, (h) e (V) + 08 00) в, (N) өз, (h) es (N), | 


desy (h) ~ w! y 00) e (N) + 03y (В) е, (А) + o3 (В) es (N), 
(1) 


donde À € T4W. Entonces wt, o} (i, j = 1, 2, 3) son las 
4-Lormas sobre la snperficie W. Las ecuaciones (1) se oscri- 
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hen 
3 3 
dM = Ў! w'en de= 2 voley. (2) 
i=j ү 


Las ecuaciones (2) se llaman ecuaciones de movimiento 
de un sistema de referencia móvil. Un sistema de referencia 
móvil (M, сү, ез, са) se denomina sistema de referencia de 
Cartan de la superficie W si en cada punto N de W los 
vectores e, (N) y е, (N) tionen las direcciones principales. 

Soa E un campo vectorial suave en la suporficie W y 


En = а (N) ei (N) + а, (N) ea (N); 


entoncos ау, a, son funciones suaves оп W. El campo vec- 
torial E se puedo también considorar como campo vectorial 
оп R? y escribir en Ja forma 


En = (М) E + Es (N) da -H Ea (N) ia 


donde (ñ, #,, fa) os la base canónica cn МЭ. Para la curva 
regular suave y (t) en la superficie W dosignemos por $ (t) 
el vector y- lintoncos 


ш = & (04 + ba (0 ia + Bs (0) is, 


donde E E, Es son funciones suaves. El voctor 
з 
к= X oU 
р 


во Пата derivada del campo vectorial E а lo largo de la curva y. 

Soan h ol vector tangencial de la superficie W on el 
punto M y y (t) la curva regular en W que pasa por el pun- 
to M cuando t = tp tal que y (to) = h. Denomínase 
derivada covariante del campo vectorial E en la dirección 
del vector h a la proyección ortogonal sobre el plano tan- 
gencial de la superficio on el punto A del vector E” (to) 
de la derivada 061 campo vectorial E a lo largo de la cur- 
va y. La derivada covariante del campo vectorial $ om 
la dirección № se designa D, y es vector tangencial a la 
superficie en ol punto M. Si E = aye, + azez, onloncos 
tiene lugar la fórmula 


Dr = da, (h) e, + da, (h) e; — азо? (h) e + ao] (№) es. 
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151 campo vectorial E se Hama paralelo a lo largo do la 
curva y si para todos £ 


Dun E=0, 


o- séa, la derivada covariante del campo E еп in dirección 
de todo vector tangencial de la curva y es igual a cero. 

871. De la condición de ortonormalidad de un sistema 
de referencia móvil se deduce que la matriz (o1) es antisimé- 
trica. Demnéstreso esto. 

872. Puesto que los vectores сү, e, de un sistema de 
reforoncia móvil son base en el plano tangencial de la su- 
perfcie, entonces, en las fórmulas (1) y (2) la forma œ = 0. 
Demuéstrose esto. 

873. Son y (£) la línea do curvatura en Ја superficio W. 
Si el voctor e, dol sistema de referoncia móvil os tangonto 
a la línea y, ontoncos oy (e) 0. Por analogía, si ez 
es tangento a y, entonces wiyen (сз) == 0. Demvéstrose 


to. 
874. Mostrar que en todos los puntos de una superficie 
se cumplen las condiciones 


si in 
si ij 


ө! (ej) = إ8‎ — A G j= 
0-791, dy je 

875. Si on cada punto do una suporficie W los vectores 
ву Н диг, ез ft дг, entonces ө! = V Z du, ө? = VG dv 
donde Æ, G son los coeficientes do la primera forma cuadrá- 
tica do Ja superficie. Demuéstrese esto. 

876. Supongamos que las líneas de coordenadas de la 
parametrización (U, r) do la superficie W son líneas do 
curvatura y eff Aur, е 1 ôr. Demostrar quo las 
4-formas o', ej se definen del modo siguiente: 


«= V Edu, ө уба 

o= —0 = Уади V G dv, 
of = — а= p, V E du, 

оз ай pa VG dv. J 


(3) 
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877. Vi sistema. de 


iones diferenciales del tipo 


dub, 23 HO), ды m Эу) (m1, 21 

A 
se Пата completamente integrable si se cumplen las condi- 
ciones 


B A 
à, (2, Jibi) = ди (2 gibi). 
Este sistema se caracteriza por Ja existencia de la única 
solución para Jas condiciones iniciales dadas 
Di (ito, Vo) = b}. 
oj se dan como on (3), entonos 


Si las formas w las ccuas 


ciones do movimiento del sislema do refo móvil 

son oquivalentes al sistema de ecuaciones siguio 

M=VEe dM = Y Ge. 

дле = q, VF ey A- mi V E ea, дв == d V Ger, 

Bes a V Een дв = —g Мб е А 10) 
+ pa V Ge s, 

d.e — nV Ee. des — m VG es. 


Mostrar quo las condiciones de integrahilidad completa del 
sistema (4) tienen la forma 


WVE+qVEG=0, о. VG 


aV 
û, (а, V E) д, (ч V б) = pps V EG | 6) 
0, Qv V E) + рә, V EG =0, д„ (Pa VG) = рур, V EG. 


Averiguar el sentido geométrico de las condiciones iniciales. 
878. Mostrar que si las 1-formas ө!, ej satislacen Jas 
condiciones (3), entonces las condiciones do integrabilidad 


completa (5) son equivalentes a las condiciones 
do! = —e* A ei, до? = o! A oi, 
dei = e) A oj, dof = of A oj, dod = өр A v 
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879. Si las 1-formas wf, of satisfacen las condicionos (3), 
éntonces Ja primora forma cuadrática de la suporficio. sc 
representa del modo 

ds = dM? = E du? 4- G а. 
Demuéstrese esto, 

880. Si las {formas w', œf satisfacen a las condicio- 
nes (3), ontonces la segunda forma cuadrática de la super- 
ficio se ropresenta del modo 

Pa = —dM- de, = p,E dul + рб а, 
Domwéstrese eslo. 

881. Mostrar que p, y p, en las ecuaciones (3) son curva- 
buras principales de la superficio. 

882. Mostrar que una superficie reglada constituida por 
las tangentes a las lineas de cuevatura i en los puntos de 
Ja línea de curvalara v es desarrollable y su arista de retro- 
ceso (оса el cje Me, en los puntos con radio vector M — 


LU А el 
CTN Análogamente, la superficie do las taugonta 
D 


as 


líneas о en los puntos de la línea v es desarrollable y su 
arista de retroceso Loca el cjo Ae, on el punto con radio 


voclor M +- Le. 
1 
883. Demostrar la fórmula de Euler 
Kn == p, cos? p 4- pa sen? (р. 
884. Mostrar que la ecuación de la indicatriz de Dupin 
so puedo representar en la forma pj? + pay? == +4. 
885. Mostrar que la curvalura total de una superlicio 


depende solamente de los coeficientes de la primera forma 
cuadrática y puedo ser expresada por la fórmula 


Ke (o (7g t 7) 9. (7 2, Và). 


VEG 
886. Demostrar que el cuadrado de torsión de una línea 
asintótica a una superficie en cada punto suyo es igual a la 
curvatura total de la superficie en este punto tomada con 
el signo contrario (teorema de Heltrami— Ennéper). 
887. Mostrar que la curvatura geodésica de las líneas 
de curvatura en el punto M se expresa por las fórmulas 


kelimo o do иаа 7 — I- 
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888. Demostrar que se tiene la fórmula 
do! = —Ko* A e?, 
dondo K es la curvatura total de la superficie. 

889. Demostrar que al trasladar en paralelo los vecto- 
res por la superficie Jas longitudes de los vectores y los 
ángulos comprendidos cntro ellos se conservan. 

890. Para que una línea en una superficio sea geodésica 
es necesario y suficionte que su vector tangente unitario 
sea trasladable en paralelo a lo largo de esta línea. Demués- 
trese esto. 

891. Si el campo vectorial unitario en la supérficio 

г = COS ре, + sen q ез 
tolo en Ja superficie a lo largo de cierta 
en los puntos de esta linoa, 


—do=m V E du+ q, V. 
esto. 

892. El ángulo de giro do un vector on la superficie al 
trasladarlo "paralelo por la frontera ZL de la región sim- 


plemento conoxa D ou la superficie, es igual a la curvatura 
integral de osta región, o son, 


so traslada en p 
y entonces 


(б) 


ле f {| K do. 
h 
Demwéstrese esto. 
893. La curvatura integral de la región simplemente 


conexa D de la superficie limitada por el contorno suave /, 
у la curvatura geodésica integral de este contorno están 
vinculadas por la roloción 


{| K dot $i ds 2n. 
"D ГА 


Demuéstreso esto. 
894. Sea D una región simplemente conexa en Ja superfi- 
cie limitada por el polígono в L. Entonces 


f {Kaot $5 а NE -2n, 

Б Се) 
donde ai, Ca, - - -, c son los ángulos exteriores del poli- 
gono L (teorema de Ganss—Bonnot). Domuéstrose esto. 
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895. Si la región D en una superficio está limitada por 
el triángulo goodésico ABC (UAB, UBC, UCA son goodé- 
sicos) y sus ángulos interiores son iguales, respectivamente, 
a с, B, y, entonces 


a+py=x+ ff K da. 
D 


Demuéstrese esto. 

896. Sobre superficios simplemento conexas, en todos 
los puntos de las cuales la curvatura total no es positiva, 
no oxiste una línea geodésica cerrada. Demuéstroso esto. 


$ 19. Problemas diversos 


897. 'l'odos los puntos do In snperficio 
2z? - Зу? + 42? — 2ry — Ах 4 18у — 167 = 0 


зо proyectan ortogonalmente sobro los planos de las coordo- 
nadas. Hallar las imágenes de las proyeccionos. 

898. Si una superficie toca un plano а 10 largo de cierta 
línea, entonces cada punto de esta línea es un punto pnra- 
bólico de la superficic. Demuéstrese esto. 

899. Mostrar que si las normales a una superficio a lo 
largo de una línea Z son paralelas, entonces todos los 


cada línea asintótica do una familia se representa por una 
circunferencia grande, entonces S es una superficie reglada 
oblicua. Domuéstroso esto. 

901. Demostrar que un plano y un catenoide son las 
únicas superficies de rotación mínimas. 

902. Demostrar que ontre las superficies regladas el 
helicoide recto es la única suporficio mínima (distinta dol 
plano). 

903. Hallar todas las superficies mínimas que pueden 
ser definidas por la ecuación z = f (y/x). 

904. Soa r =r (u, v) la ecuación de la superficie 5 
y sea r* = г + am la ecuación de la suporficio $* paralela 
а Ја primera. Expresar la curvatura total y media do la 
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superficie S* por la curvatura total y media de la supor- 
ficie S. 

905. Se da nna superficie cuya curvatura JF media cons- 
tante es distinta de coro. En todas sus normales están traza- 
dos los segmentos de +1/277. Demostrar que la curvatura 
total de la superficie paralela construida do este modo os 
constante. 

906. Demostrar que para la curvatura media de una 
superficie S existe la fórmula 


de-- dot 


Hein + 


a^ 


donde de y de* son los elementos corrospondientes del 
Атса de Ins smperficies paralelas S y S*. 

907. Demostrar quo el área de todo trozo de una snper- 
ficio mínima no puede ser menor que ol área dol trozo corres- 
pondiente de la superficie paralela. 

908. Demostrar que el límite do la relación entro ol 
ároa de la imagen esférica de una superficio $ y о] área de 
la región respectiva do Ја superficie 5 es igual en valor 
y signo a Ja curvatura total de Ja superficie. 

909. Demostrar que si uno de Jos radios principales de 
la curvatura de una superficie es constante, entonces la 
superficie os envolvente de ma familia do esferas quo tionon 
radio constante y cuyos centros están om ciorta línea. 

910. Dado un sistema de rectas 


a 
z—icp copo. 


donde £ y p son parámetros variables. ¿Para qué dependon- 
cia entro p y t estas rectas engendran una superficie desa- 
rrollable? Tlallar la figura formada por las aristas do retro- 
coso de tales superficies. Hallar las líneas de intersección 
do estas superficies con el plano 20y. 

911. Un cilindro de sección circular está cortado por 
un plano no paralelo a su eje. ¿Qué tipo de línea será la 
intersección al aplicar ol cilindro al plano? 

912. Se dan unn esfera y una recta d. Hallar las trayoc- 
torins ortogonales de las secciones formadas sobre la esfera 
por los planos que pasan por la recta d. 
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913. Si las fuerzas externas no actúan sobre un punto 
material forzado а movorso por cierta suporficie, entonces 
este punto se moverá por una geodésica. Demuéstrese esto. 

914. Llámase podaría de una superficio con respecto 
n un punto dado, a la figura constituida por las bases do las 
perpendiculares trazadas desde este punto a’ los planos 
tangentes a la superficio. Hallar la podaria de la superficie 
F (x, y, х) = 0 con respecto al origen de las coordenadas: 

915—917. Hallar las podarias do las superficies siguion- 
tes con respecto al origon de Jas coordenadas: 


(015) Ste Gao md, e ее 1. 
que) LL zs. 
(917) zy = az. 


918. Demostrar que sólo superficios desarrollablos son 
superponibles a un plano. 

919. ¿Qué se puedo decir de una superlicio en la cual 
la primera forma cuadrática es 1 


фа — E (u) du? 4- G (0) do? 


920. ¿En qué superficies los cooficiontes do Ja primera 

forma cuadrática pueden ser transformados en constantes? 
21. Demostrar que al superponer superficies Jas líneas 

geodésicas quedan como tales. 

922. Si en una superficie existen dos familias do líneas 
goodésicas tales que las líneas geodésicas de una familia 
cortan bajo un ángulo constanto Jas líneas geodésicas do la 
otra familia, entonces la superficie es desarrollable. Inver- 
samente, en toda superficie desarrollable existen familias 
de líneas geodésicas que poseen la propiedad indicada. 
Demuéstrese esto. 

923. Demostrar que los planos osculadores de una línca 
geodésica sobre un cono están a igual distancia del vértice 
del cono. Inversamente, las líneas sobre el cono que poscen 
la propiedad señalada, son geodésicas. 
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924. Demostrar que dos superficies de igual curvatura 
total constante son superponibles una a la otra. 

925. Demostrar que toda superficie de curvatura total 
constanto positiva es superponiblo a la esfera. 

926. Demostrar que toda superficie de curvatura total 
constanto negativa es superponible a la seudoesfora. 

927. Demostrar que al superponer un helicoido al cate- 
noido las líneas de curvatura de una superficie pasan a las 
líneas asintóticas de In otra y vicevorsa, 


CAPÍTULO 5 


Propiedad ех de lineas 


y de superficies 


Estudiamos las líneas y las superficies cn el espacio 
euclídeo R? que se distinguo del espacio afín por la oxis- 
tencia do la métrica en el mismo. Todas las propiedades do 
las líneas y suporficios examinadas anteriormente son inva- 
viantos con respocto a los movimientos en R? y so llaman 
propiedades métricas. Sin embargo, muchas do estas propieda- 
des son invariantes también con respecto a transformaciones 
más gencrales del espacio R? y precisamente con respecto 
^ transformaciones afinos y so denominan propiedades 
afines. Toda transformación afín quo traslada cl punto 
M (2, y, z) al punto Af” (2, y”, z') so ropresenta del modo 


а" = az + азу + суз 4 а, 
y = aam + азу -b а 4 аз, 


2 


Qa A- азу F ааз2 de аз, 


"onde la matriz (а) os rogular. Pero si la matriz (0) 
es ortogonal, entonces esta transformación os un movimiento. 

928. Sea 4 una transformación afín del espacio R? 
y sea r =r (t) una curva оп R”. Entonces la composici 
A er (t) os cueva оп Д. Demuéstreso esto. 

929. Demostrar que una transformación afín hace pasar 
una línea a otra, o sea, el concepto de línea es afín. 

930. Domostrar que una transformación afín hace ar 
una superficie a otra, o sea, el concepto de suporficio es 
afín. 

931. Si (U, r) es parametrización de la superficie 5 
Y Æ ез una transformación afín, entonces (U, ,4 or) es la 
parametrización de Ja superficie „4 (S). Demuéstreso esto. 


932. Mostrar quo el concepto de tangente a una linea 
os afin. 


12% Cap. 5. Propiedades afines de lineas y superficies 


. Mostrar que el concepto de plano tangente a una 
superficie es alín, o sca, un plano tangente a una superlicio 
pasa con una transformación afín a un plano tangente а Ja 
smporficie branslormada. 

934. Si una familia monoparamétrica de líneas sobre 
wn plano o de superficies en un espacio tieno envolvenlo, 
entonces la familia que se obtiene como resultado de una 
transformación afín también tione nna envolvente que es 
la imagen de la envolvente do la familia inicial. Demuéstro- 
se eslo. 

35. Mostrar que ol concopto de superficie reglada es 


afin, 

936. Demostrar quo ‘una superficie desarrollablo con la 
transformación afín pasa a otra superficie desarrollable, 
con ello la arista de retroceso de la superficie inicial pasa 
a la arista de retroceso de la superficie transformada, 

937. Demostrar que wna superficie reglada oblicua con 
iE wsformación afín pasa a la otra superficie reglada 
oblicun. 

938. Mostrar que el concepto de plano osculador de una 
пса os afín. 

939—957. Averigu 
dos son afines y € 
$39) Línea plana. 

(040) Curvatura de una linea. 

(041) Evoluta de una línea plana. 

(042) Torsion de una línea. 

(943) Normal de una línea. 

(944) Binormal de una linca. 

(945) Plano normal de una línea. 

(946) Plano rectificanto do una linoa. 

(947) Direcciones conjugadas y asintóticas en un punto 
dado de una superficie. 

(948) Líneas asintóticas en una superficio. 

(949) Líneas de curvatura en una superficio. 

(950) Líneas geodésicas en una superficie. 

(951) Curvatura tota! de una superficie. 

(952) Curvatura media de una suporficie. 

(953) Superficie de curvatura total nula. 

(954) Superficie de curvatura media nula (superticie 
mínima). 


с cmáles entre los conceptos indica- 
son métricos: 
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(055) Puntos elípticos, hiperbólicos y parabólicos de 
ина superficie. 

(956) Puntos de redondco de una superficio. 

(957) Puntos de aplanamiento de una superficie. 

958. Hallar la envolvente de una familia de rectas que 
птеп los extremos de los pares de diámetros conjugados de 
una elipse. 

959. Hallar la ecuación de la envolvente de una familia 
do rectas que pasan por los pares de tales puntos do Ja elipse 


Е pates 


que junto con el centro do la olipso determinan sectoros 
elipti do un área constante S. 

960. Hallar la ecuación de la envolvente de una familia 
de rectas que separan de dos rectas intersecadas bajo el 
ángulo 2o triángulos de área constanto S 

961. Hallar Ја onvolvente de nna familia do rectas que 
corlan de la parábola dada y = ax? segmentos de área 
constante S. 

962. Demostrar quo la figura engendrada por las tangen- 
les n las líneas asintóticas do una superficio reglada oblicua 
а lo largo de una generatriz do superficie os un hiporboloide 
de ima hoja o un paraboloido hiperbólico. 


CAPITULO 6 


Fleientos de la teoria det сатро 


$ 20. Campo escalar 


El campo escalar se determina por la función escalar 
u = u (P) = u (z, y, 2) == и (1), 
donde P (e, y, 2) es un punto del espacio y 


r = xi | yj A zk 
su radio vector. 
El campo u и (P) se Пата plano si existo tal sistema 
de coordenadas que 1а función u no dopendo de z, o sea 


и = u (z, y). 


Tal campo admite valoros iguales sobro cada recta paralola 
al eje Oz, por eso so suelo examinar sólo en el plano zOy. 
Las superficios 
и (z, y 2) = С, 
dondo C == const so denominan superficies de nivel del 


campo escalar. 
Èn caso de un campo plano las superficies de nivel 
u (a y) = С (1) 
son superficies cilíndricas con las goneratrices paralelas 
al oje Oz. 
Si el campo plano se examina solamente on el plano 


20у, entonces la ecuación (1) define la colección de sus 
líneos de nivel. Si la función 


u (r) = u (z, y, 2) 
que determina un campo escalar os diferenciable continua- 


mente, entonces, se llama gradiente de este campo al campo 
veclorial 
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El gradiente del campo u en un punto dado P (z, y, 2) 
está orientado por la mormal a la superficie do nivel 


u (z, y, 2) = С 


que pasa por el punto P. Para cada punto este vector ofrece 
la velocidad máxima de variación de Ja función u en enanto 


al valor 
lend ul Y (FE) + (8) 4 (ж) 


y la dirección. El gradiente del campo escalar se designa 
también con el símbolo Vu, donde el signo V se lee: «nabla». 
Ahora bien, 


ouo, ди 1 ди 
Vrs e Г a К 


V se puede considerar como un operador diforeucial (opera- 
dor de Jamilton): 
у= ri 3 HA 


ol cual, siendo aplicado Fi escalnr u, da a grad u, Esto ope- 
rador es cómodo considorarlo como vector simbólico y apli- 
carle las reglas ordinarias dol rur voctorial. Por ejemplo, 


ө v= Hy 2 * +22. 
La derivada del campo escalar и (Р) por la dirección 1 
dofinida por el vector 
a = ayi + ayj + auk 
so calcula con ayuda de la fórmula 


55-5 = Sposa- Z cosp- + 2 cos ү, 
donde 
ау 
сова fi, cop, совр, 
lal = V a£ aj-rat. 


La derivada direccional está relacionada cou el gradiente 
del campo vectorial por la fórmula 
de 
"ar 
londe «y es el vector unitario de la dirección dada. 


= as grad u, 
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El punto en que la derivada del campo escalar en toda 
dirección es igual a cero se llama punto estacionario de 
este campo. 

963—967. Hatlar las líneas de nivel de los campos planos 
(que se examinan solamente en el plano 20у): 


(063) u = 2? 4 y. (964) n = 22 — y. 
(965) n = yla?. (966) и == 2x/(27 + 02). 
(967) n = (2x — y + 1/2. 


968—71. Hallar las superficies de nivel de los campos 
escalares siguientes: 


(908) 
(i) 
(970) n } 
(OT) „= V FF GSP MV $E gH 02—80°. 
972. Hallar la derivada dol campo escalar 

n = x — xy +2 +1 


en ol punto M (1, 2) en la dirección del vector que uno este 
punto con el punto Л (4, 6). 
973. Hallar la derivada del campo escalar 


id in 


n= ay oc! — хуг 


eu el punto Af (1, 1, 2) en la dirección que forma con los 
ejes de coordenadas los ángulos a = 60°, B = 45°, y = 60% 

974—975. Hallar los puntos estacionarios de los campos 
escalares siguientes: 


(074) u = 2? + y? — 3zy. 
(975) u = 2y* + 22 — zy — yz + 2. 


976—979. Hallar los gradientos de los campos escalares 
siguientes: 


(976) u = 22 + 2y? + 32* — zz + yz — ty. 
(977) u = а^ + y + 2 — Ba. 
(978) п = zyze n 
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z-cg-di—scyr 
(979) u ear س ب کی‎ 

980. Hallar el gradiente del campo escalar u = z? + 

у? — 3xy en el punto M (2, 1). 

981. Hallar el valor y la dirección del gradiente del 
campo escalar u = 22 + y? + 2? en el punto M (2, —2, 1). 

982. Hallar el valor y la dirección del gradiente del 
campo escalar u = т* + 2y? + 32° 4 zy + Зх — 2y — 62 
en los puntos O (0, 0, 0), A (2, 0, 1). ¿En qué punto el gra- 
diente es igual a cero? 

983—984. Hallar el ángulo comprendido entre los 
gradientes de los campos escalaros indicados en los puntos 
dados: 


(983) и = In (ylz), A (4/2, 14), D (4, 0. 
z 
(984) megri A(t, 2,2), B(—3, 1, 0). 
985. Hallar el ángulo comprendido entre los gradientes 
de los campos u = =? + y? — 22, v = nrcsen 
punto M (1, 4, V7). 

6. Determinar ol carácter de crecimiento dol campo 
escalar u = Saya — 7xy% -+ 5zyz? en la dirección del 
vector a = 8i — 4j + 8k en ol punto M (1, 1, 1); hallar la 
velocidad do variación del campo dado. 

987. ПаПаг los puntos сп que el gradiente de Ја 


en el 


z 
«y 


función u=In (y--E) es igual a — 1+]. 


988. Hallar la derivada del campo и = 5-45 44 


en el punto М(х, y, 2) en la dirección de su radio 
vector r. ¿En qué caso esta derivada сз igual al valor 
del gradiente? 

989. Hallar la derivada del campo escalar и = u (z, y, 2) 
en la dirección del gradiente del campo v = v (z, y, 2). 
¿En qué caso ella será igual a coro? 

990—996. Demostrar la certeza de las fórmulas siguien- 
tes: 

(990) grad c = 0, c = const. 
901435 
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(991) grad (n -+ v) = grad и + grad v. 
(992) grad (uv) = v grad u + u grad v. 
(093) grad (cu) = c grad u, с — const. 
(094) grad (8) күл e gradu 
(995) grad f (и) = f^ (u) grad u. 

(996) grad u^ = nu”! grad и. 


997—1004. Hallar ol gradionte del campo escalar que 
dependo de r |, en cada uno de los casos siguientes: 


(997) grad r. 

(998) grad. / 0). 

(099) grad r", п es un númoro natural. 
(1000) grad (1/1). 

(1001) grad In r. 

(1002) grad (сег), с = const. 

(1003) grad ((a-r)/(b-7)), a, b = const. 
(1004) grad (c X r)*, e = const. 


1005—1007. Demostrar la corteza do las fórmulas siguino- 
Los: 


(1005) grad f (u, v, w) = 


— д! al 1 
=з grad u4 *w grad v+ go grad w. 


(1006) (y) r" = nr". (4007) (oy) r = v. 

1008. 1Inllar la fórmula para calcular el gradiente del 
campo escalar f (и, v, w) definido por una función de tres 
coordenadas ortogonales curvilíneas. 

1009. Hallar Ja fórmula para calcular el gradiente del 
campo escalar en las coordenadas cilíndricas. 

1010— 1014. Hallar los gradientes de los campos escalares 
siguientes en las coordenadas cilíndricas: 


(1010) u = 2 + re. (4011) u = arq. 
(1012) u = zson p+r. — (1013) u = z cos p + r’. 
(1014) и = z зеп? p + P. 
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1015. Hallar la fórmula pera calcular ol gradiente dol 
campo escalar en las coordenadas esféricas. 

1016—1020. Hallar los gradientes de los campos escala- 
res siguientes en las coordenadas esféricas: 

(1016) и = pp. (1017) u = ре. 

(1018) u = pO. (1019) и = p sen 0 + p. 

(1020) и = 0 cos p + p- 
$ 21. Campo vectorial 


El campo vectorial se determina por la función vectorial 
del punto a = a (P) = а (г) = a, (z, y, 2) i + a (z, y, 2) j + 
+ а (z, y, 2) k, donde Р (x, y, 2) es un punto del espacio, у 

r = zi + yj -+ al 
es su radio vector. 

Llámase línea vectorial de un campo a la quo tione on 
cada punto una tangente con la dirección dol vector a (P). 

Las lineas vectoriales (líneas de fuerza, líneas de corriente) 
de un campo vectorial se determinan por el sistema do ecua- 
ciones diferenciales 

de dp de 
e ay e 
Denomínnse divergencia del campo vectorial 
a (D) = azi + ayj + ай 
a la función escalar 
da. „ЖЕ. ЖЫ 
divae 3p Үз Va. 
Llámase rotación (rotor) del campo vectorial а (P) al 


campo vectorial 
rota (A nr) ee (e) (t n) n, 


бу a 
o bien en la forma simbólica 
$od Д 2 
ә д д 
ухае a a | 


Az dy а, 
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Denomínase flujo del campo vectorial a (P) a través de 
una superficie S en la dirección determinada por el vector 
unitario de la normal 

п (cos a, cos В, cos y) 
con respecto a Ja superficie S, a la integral 


п = ¿Jan do = 1) an do = 


- {| (az cosa + а, cos $ + a, cos y) do, 
8 


dondo a, es ol valor de la proyección del vector a sobre 
el sontido del vector n. 

Sea S ima superlicio cerrada que acota una región V 
y sea n el vector unitario do la normal oxterior a ella, en- 
tonces es válida la fórmula de Ostrogradski 


jf aret 
= $5 (ax cos a + ay cos p -+ a, cos y) do, 
8 


o, en forma vectorial, 


jj] avaa j a, do, 


La integral lineal del vector a por la linea L se define por 
la fórmula 


j adr = i а, ds = f axdx4+a, dy +a,dz, 
L 


donde а, es la proyección del vector a sohre la tangente a D. 
La intogral lineal expresa el t/abajo del campo vectorial а 
а lo largo de la línea L. Si la línea L es cerrada, entonces 
la integral lineal so llama circulación del campo vectorial a 
a lo largo del contorno L. 

Si la línea cerrada L es el contorno de una superficie 
orientada S, entonces es válida la fórmula de Stokes 


§ a-dr= | | n-rot ado, 
L s 
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donde n es el campo vectorial unitario de las normales a la 
superficie que determina la orientación de S, y la orienta- 
ción de L concuerda con la de S. 

El campo vectorial a (r) se dice potencial si 


а = grad u, 


donde u = и (r) es la función escalar (potencial del campo 

vectorial a). 2 
Para el campo vectorial potencial æ definido en “una: 

región simplemente conexa es necesario y suficiente- que 


rota =0, 
En este caso el potencial u se determina por la ecuación 
du = а, dz + a, dy + aydz. 
Si el potencial ш so determina unfvocamonte, entoncos 


} adr = и (B) —u (A); 
B 


en particular, Ja circulación del campo vectorial a a lo 
largo de cualquier contorno cerrado es igual a coro. 
El campo vectorial a (r) so llama solenoidal si en cada 
punto suyo 
div a = 0; 


en este caso ol flujo del vector a través de una superficie 
cerrada cualquiera es igual a cero. 
Si el campo os a la vez potencial y solenoidal, entoncos 


div (grad и) = 0 
y la función potencial и es armónica, o sea, satisfaco la 
ecuación de Laplace 


Pu etu du 
a+ 


o bien 


donde 
a A 2 a 
ds af " 


es el operador de Laplace. 
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1021—1025. Hallar las líneas vectoriales de los campos 
vecloriales siguientes: 


(1021) a = —cyi + exj, c = coust. 
(1022) a = zi + yj + 228. 
(1023) a = zi + jj ze. 
(1024) a = yi + zj. 
(1025) a = zi + yj + zk. 
26-1027, Hallar la divergencia de los campos vectoria- 
ientes: 


(1026) r = туш + (2z + 3y + 2) j + (0 + 2%) k. 

(1027) r = (Gaty? — 24 ya — 5) è + (ay + хз + 2) 4- 
A (ay daz 3) К. 

1028—1032. Demostrar la validez de las fórmulas si- 
guiontes: 

(1028) div с = 0, c = const. 

(1029) div (a + b) = div a + div b. 

(1030) div (са) = c div а, с = const. 

(1031) div (ua) = u div a + a-grad u. 

(1032) div (ис) = c-grad u, с = const. 


1033—1040. llallar la divergoncia del campo vectorial 
en los casos siguientes: 


(1033) div r. (1034) div (f (r) г). 
(1035) div (r/r). (1036) div (^r). 
(1037) div (grad / (7). (1038) div (grad u). 
(1039) div (u grad u). (1040) div (u grad v). 


1041—1046. Suponiendo que c y c, son vectores constan- 
tes, hallar la divergencia del campo vectorial en los casos 
siguientes: 

(1041) div (rc). (1042) div (r?c). 

(1043) div (f (r) e). (1044) div (r X c). 

(1045) div (т-с) e (1046) div (ғ.с) ғ. 
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1047—1048. Suponiendo que e es un vector unitario 
constante, calcular: 


(1047) div (ег) e. (1048) div (e х (r x e)). 
1049. Hallar 
diy 272 
ET 

1050—1051. Hallar las funciones / (r) que satisface las 
ecuaciones siguientes: 

(1050) div (grad f (r)) = 0. 

(1051) 2r div (grad f (r)) — div (r/r). 

1052. lallar la fórmula para la divergencia del vector a 
en coordenadas curvilíneas ortogonales u, 0, w, si sus 


coordenadas cartesianas rectangulares z, y, z se expresan 
por las fórmulas 


= f (ty v, ш), у= (u, v, w), 2=h(u, v, w). 

1053. Hallar la expresión para diva en coordenadas 
cilíndricas, 

1054. Hallar la expresión para diva en coordenadas 
esféricas. 


1055— 1056. Hallar la rotación de los campos vectoriales 
siguientes: 


(1055) a = y zi + z*zj + "yk. 

(1056) а = zyzi + (2z + Зу — 2) j + (2° + 3%) К. 

1057—1059. Domostrar la validez de las fórmulas si- 
guientes: 

(1057) rot (a + b) = rot « + rot b. 

(1058) rot (ua) = u rot a + grad u хо. 

(1059) div (a X b) = b-rot a — a-rot b. 

1060— 1067. Suponiendo que c y сү son vectores cons- 


tantes, hallar la rotación del campo vectorial en los casos 
siguientes: 


(1060) rot c. (1061) rotr. 
(1062) rot (r x c). (1063) rot ((r-c) r) 
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(1064) rot (re) e). (1065) rot (le х ғ) x су). 

(1006) rot (/ (r) ғ). (1067) rot (f (r) с). 

1068—1071. Demostrar la validez de las fórmulas si- 
guiontes: 

(1068) rot (grad u) = o. 

(1069) div (rot a) = 

(1070) div (grad u) = Au. 

(1074) rot rot a = grad div a — Aa, 


donde 
Aa = Aasi + Aa,j + Baje. 


1072. Valiéndoso de la fórmula do Ostrogradski, domos- 
trar que el flujo del campo vectorial а =r a través do Ја 
superficie cerrada quo acota un volumen arbitrario V, os 
igual a З V. 

1073. Calcular el flujo del campo vectorial а = xy?i + 
+ ayj + zk a través do la superficie cerrada engendrada 
por los planos de coordenadas x = 0, y = 0, 2 = 0 y por la 
parte de la superficie del paraboloide 4 — 2 = 4? + y?, 
quo está en el primer octanto. 

1074. Calcular ol flujo del campo vectorial a = q'i + 


Man zle, a través de la superficie do la vsfera z^ + y? + 
3% = R. 
1075. Calcular el flujo del campo de intensidad 
r 
E =E 


de la carga puntual q, a través de una esfera de radio a 
con centro en el punto de la carga. 
1076. Calcular el flujo del campo de intensidad 


de la carga puntual q, a través de una superficie cerrada S 
que no contenga en su interior la carga g. 

1077. Calcular el flujo del campo vectorial a = xyi + 
+ (y + 2Jj + (x + 22) К, a través de la parte del plano 
2х 4 y + z= 2 que está en el primor octante. 
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1078. Calcular el flujo del vector а = zi + yj + 
+ Ph: 


a) a través de la superficie lateral del cono 
a 
Rm O< 


b) a través de la superficie total del cono indicado. 
1079. Si S es una superficie cerrada que acota un volumen 
V y si a y b son vectores constantes, entonces 


Jf enis do=(4-0)V. 
s 


Domnéstroso esto. 

1080. Calcular la integral lineal! del vector a = t'i — 
— yj a lo largo del primer cwarto de la circunferoncia 
г = R cos ti + ft son tj. 

1081. Calcular la integral linca] del vector r a lo largo 
de una espira de la hélice x = a cos p, y = a son p, z = 
= bp, desde  — 0 a q = 2л. 

1082. Calcular la circulación del campo vectorial а = 
== yi — т] а lo largo de la línea cerrada L engendrada por 
los ejes de coordenadas y por el primer cuarto de la astroido 
r = R cos? ti + R sen? tj. 

1083. Calcular la circulación dol campo vectorial a = 
= yři por la Jínea corrada constituida por la mitad derecha 
do la elipse r == b cos ti + c sen tj y por ol segmento dol 
eje Oy. 

1084. Calcular Ja circulación del campo vectorial a = yi 
por el contorno de la circunferencia r = b cos ti + (b + 
+ b sen 2) j. 

1085. Calcular la circulación del campo vectorial a — 
= —yi + xj + ck, donde c = const: 

a) a lo largo de la circunferencia 22 + y? = 1, 2 = 0; 

b) a lo largo de la circunferencia (z — 2) + y’ = 1, 
2 = 0. 

1086. Con ayuda de la fórmula de Stokes calcular la 
circulación del campo vectorial a = z*y?i +j + zk a lo 
largo de la circunferencia 2? + y? = А?, z = 0, tomando 
en calidad de superficie acotada por la circunferencia dada 


la semiesfera 2 = V HI? — z? — y. 
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1087—1089. Caleular, tiene, o no el campo vectorial 
dado el potencial u y hallar u, si existe: 


(1087) a = (52y — лау) i + (3x? — 2y) j. 

(4088) a = (y + 2) i + (z + 2j + (zh. 

(1089) a = yz (2z + y + 2) i + za (z + 2y +2) j + 
+ zy (= + y +22) k. 


1090. ¿Será solenoidal el campo vectorial a == r (c X r), 
donde c es un vector constante? 

1091. Demostrar que el campo vectorial a = f (r) r será 
solenoidal solamente para f(r} = k/r?, donde К = const. 
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‚ Lo contrario os falso. Efectivamente, la función vectorial 
definida k un semiplano abierto por Ja fórmula 


rene (TA суйру) tenso 
А Y s ч 
(- VFT yar) si £ <0, y>, 


es discontinma on los puntos del son 
o sea, la función [7 (т, y) | os conti 
21. 27.7. 22, 2r"-r^. 
2A. кт), 25. 


26. (rn): V FS, 


jo Oy, nunguo [г (e, m) p 1, 


XP. 
"x rU)x en A (rn! x n)» к, 


rier} 


Fig. 4. 


Е" 
Dosignemos r, = FAM, ry FM (Tig.4). Entonces rye 


17-ға. Diferenciando esta igualdad, obtenemos 


dr, = dr, [o] 
Por definición de olipse гу + r, = Za. Diferenciamos: dr, + dr, = 0. 
Entonces 


у $ r2-dr, = 0, (es) 
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donde 


r 
чет. rge 


De las igualdades (*) y (**) se deduce 
(rp4r3)-de (see) 


El vector rf + rj va por la bisectriz del ángulo comprendido entro las 


ЕЕ. 
rectas FM у F,M. Pero en virtud de (***) el vector dr, es perpendi- 
cular al vector? -+ r$ y, por lo tanto, va por la segunda bisectriz del 
ángulo indicado. 

28. 1. 
No, no se deduce. Si r (tẹ) = O para cierto £ = fọ, entoncos 
vada r^ (19) no existe. 

0. a) No, como muestra el ejemplo de Ja función voctorial 
r (0) 25 (cos t, sen 0); b) si. 
33. La necesidad ex evidente. Demostromos la sulicioncia. Soa 


r (0 = Ф (Dr (0. (9) 


2 
la der 


Hacemos 
п) = (De (0, (+) 


donde | e (9 | = 4. Diferenciando la igualdad (ee) y valiéndose de 
(+), obtenemos 


Wee! = que. 


Multiplicando esta igualdad escalarmento por e’, encontramos we”? == 
= 0. Como p » 0, entonces (e')? == 0 y e = const. 

34. Designomos con a ol vector unitario ortogonal a tres vectores 
coplanares r^, r", r^". Entonces a-r' = 0, ar" = 0, as = 0, de 
donde ar 4- a'r" = 0, o bien al or” а'т” art = Û, o 
bien n' .r* = 0, En consecuencia, a^ 1 г” ir”, o sea, a || a' {рог 
consiguiente, а = const. Ahora de la relación a 0 hallamos 
{a:r} = 0, es decir, a-r = const; por Jo tanto, la curva se encuentra 
en el plano (perpendicular al vector а). 

OBSERVACION. La función vectorial a tiene derivada, ya que a = 
= ("хт") Xr" | y según el enunciado la función veci jorial т 
tiene derivadas de hasta torcer orden inclusive. 

Do acuerdo con cl problema 33 r' (t) = q (t) a, a = const. 
De aquí 


r()- f 9 (0 dta+b. (e 


Si t se cambia sobre el segmente İt, ta), entonces la ecuación (+) defino 
el segimonto de la recta. 

46. Tomemos como origen dol sistema de coordenadas un punto 
sun radio vector ге, y los vectores r, y гу los consideramos vectores 
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FigA6. 


142 Respuestas 


básicos do los ejes Oz y Oy (hablando en general, el sistoma de coorde- 
nadas no es rectangular). Entonces las ecuaciones paramétricas do la 
curva serán z == t, y = f. Por consiguiente, у = z?. Es la ecuación de 
una parábola. En el caso do colincalidad de los vectores r, y ra obten- 
dremos una semirrecta o recta. 

37, Segmento de una recta, 

38. Un haz si r, + 0 y una recla sir, = 0. 

39. Si la trayectoria r = r (t) de un punto material de masa m 
ғо describe bajo la acción de una fuerza central Р, entonces F == mr” = 
= ar, dondo a = a (t) es ciorta función escalar. Queda por demostrarso 
que si la r (t) de cierto punto móvil satisfaco la condición 


mr" = ar, [5] 


entonces la trayectoria de movimiento es plana. 
Derivando la igualdad (+) con rospecto a t: 


phar 


mt- 


ars 


о sea, on cada momento dado los vectores r^, r", +” son coplanares. Si 
los vectores r" yr” no son colineales, entonc irnyectoria será plana 
en virtud del probloma 34. Pero, si z’ yr” son colineales, entonces en 
vista del problema 35, la trayectoria será rectilínen, 

40. Ln demostración se deduco del hecho de que para la función 
u = 22 la función inversa no es suave. 

45. Sen (7,r = r (0), donde / = jæ, B] es Ja parametrización de la 
curva y. Entonces la parametrización (J, p = р (1), donde / = 
- (eb —a], p (т) = г (—1), es equivalente а (7, г). Las parametri- 
zaciones ( yu. p determinan diferentes curvas orientadas. Toda 
paramolrización de la curva y está vinculada a Ja sustitución de la 
ppremoleiración por una derivada positiva, ya sea con (7, г) o con 

m 


49. La necesidad es ovidente. Demostremos Ja suficiencia. Soa 
ro un valor fijo arbitrario de la función vectorial dada y sea m un 
vector unitario, ortogonal al plano dado. Entonces 2,r-n = 0, 2r n— 
= 0. Examinomos [a función f (и, v) = (r (и, v) — ro)-n. Tonemos 
Ouf = Our n = 0, дь] = Porin 0. Así pues, f (и, v) = const. Pero 
f (ugs vo) = (ro — ro) r == 0, por eso f (и, v) e 0, o sea, (r — пе) п = 
=0, Es la ecuación de un plano. 

50. Un cilindro parahólico. 

Un cilindro olfptico. 

7 Un cilindro hiperbólico. 
. Un paraboloidezelíptico. 

ж == R сози соз y = R cos u sen v, з == R son u (f 
. z= а сози созо, у == b cos и веп v, 2 == csenu (і 
Ури соз v, y = Y qu sen v, s = u*/2 (fig. 7). 
a ch u соз v, = b ch usen v, х = e sh u (fig. 8.). 
a sh и cos v, y = b sh u sen v, з = e ch v (fig. 9). 
acos v, y = b sen v, s = u (fig. 10). 


ig. 5). 
ig. 6). 
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Fig. 14. 


Gl. z= u, y = ut z = v (fig. 11). 
02 achu, y = bsh u, z= v (fig. 12). 
au созо, у = bu son v, 1 = cu (fig. 13). 
66. a) No. Por ejemplo, para la función vectorial 
Zaut au (u* — 1) 
ipw 02 рыз 


а= 2=5 


el conjunto indicado es un cilindro cuya directriz es una estrofoide. 
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67. n) Plano con rayo lanzado; b) 0 <r < oo, 0 < p< 2л; 
qna 2 гэн. 
68. Escojamos en calidad de ejo Ox la recta que pasa por los pun- 
tos Ру, Р, (fig. 14) y que está orientada desde el punto F, al punto Fg. 


Fig. 13. Fig. 14. 


Tomemos por origen de coordenadas el centro dol segmento FF, 
Entonces: Ру (—b 0), Fa (6, 0). Para un punto arbitrario M (, y) 


do la figura buscada tenemos 
ГРМ ИЕБИ, IFMISYGCUSEPST 
Según сі enunciado del problema 
VETTE VE- yr ma. [9] 


Esto es precisamonto la ecuación de la figura buscada. Racionalizando: 
Це + ® Ие — 0? + rn ats m! 


Es ovidonte quo las ocuaciones (+) y (++) son equivalentes. Suprimiendo 
109 paréntesis y reduciendo los términos somejantes, obtonemos 


(deut — ae ro у) = at Ы, 
o sca, la ecuación de los óvalos de Cassint Муса lo fig. 14). Sustituyon- 


do aquí las expresiones de Jas coordenadas rectangulares cartesianas 
por las polares т = ғ cos p, y = т sen p, obtenemos 


vat се VE 
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o sen ln ccuación de la figura buscada on coordenadas polares. Si 
a= b la figura so llama lemniscata de Bernoulli (fig. 15). Sus ecuacio- 
nes son 


(22 4 p°)? = 2a? (z? — y’), r? = Za? cos 2g. 
Si a < b, la [ша no será imagen de una curva ni línea. La lemnis- 
D 


cata do Bernoulli (a = Б) es imagen de una curva, pero no es una li- 
nea. Cuando т > b, ol óvalo de Cassini es línea e imagon de una curva. 


Fig. 15. Fig. 16." 


69. x? з= y? (2a — z), 2а sen? ф/соз q (fig. 16). Las ecuncio- 
пса paramétricos so pueden reducir а la forma 


ж = 2a sen? q, y = 2a sen? q/cos p, 
o bien 


E 


2a 12а 
“чүн, "ug =o. 


La cisoido de Diocles no es linea, 
a 


ToS 


cgi, yea воп? t (fig. 17). 


MH. r = ap (fig. 18). 

12. r = roe", donde p = wt (fig. 19). 

73. (st de ya — батату = O, г = a sen 29 (lig. 20), La rosa de 
cuatro pétalos es la imagen de una curva, pero no es una línea. 

Th, r= 2а cos тр + 2b, (12 4- y? — 2ar)? = 48 (22 4- y?) 
(fig. 21) para la cardioide b == a (fig. 22). El caracol de Pascal es unn 
línea рага b > a, 


10—01535 
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Vig. 18. Fig. 19. 


dca ба 
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_2 (leon) Lo £(z—e*. 

ш аш а. 
q Ss at (0—1) iE 
{FA Е ege 


La estrofoido «b (fig. 23) os una curva, рого no es nna linea, La Sigura 
ФУЛ es una línea, pero по es una curva. 
as s e (z3 ¡2 — Е ps in- 

16. r= e orar aoo (fig. 24). Nin- 
guna concoide de Nicomedos es la imagen de una curva. La concoide 
os una línea cuando 1 < a. 

77, 2 = а с0821, y = a sen? t; z*P + у? = aP (lig. 25). No. 

78. х = a (cos t + t sen 0), y = a (sen t — t cos t). 

INDIGACIÓN.. Antes del desarrollo, el extremo del hilo se oncon- 
traba on el to A (fig. 26). Durante cl desarrollo el hilo tonso coin- 
cide con la tangente a ta circunferencia, con ollo In longitud do la 
tangente 


| BM1 = BÀ = at. 


79. Planteemos la ecuación de la cicloide, Tomemos la recta indi- 
cada por cje Ox y supongamos que en la posición inicial el punto M 
coincide con el origen de las coordenadas (fig. 27). Examinemos una 
posición arbitraria dol punto M (z, y). Supongamos que ol centro do 
la circunferencia se encuentra en el momento dado en un punto С, 
y que 2 es el ángulo que el radio CM engendra con la porpondientar 
CP trazada desde el punto С al cje Ox. Sea 5 la proyección del punto 
Af sobre el ojo Oz y sea N su proyección sobre СР. 

inLonces 


z= 08 = ОР — SP = NP — SP = al — a sen t = a (t — sen t). 
Anúlogamente 

у= SM = PN = PC — NC = a — a cos t = a (1 — соз 0). 

En el caso general 

z= ab — dnt, у= а — д созі (fig. 28). 

80. Coloquemos ol origen de las coordenadas en el centro do la 
circunferencia fija. Supongamos que en la posición inicial el punto M 
coincide con el punto 4 en ol cual la circunferencia rodante toca la 
fija, y hagamos que el oje de las abscisas pase por el punto 4 (fig. 20). 


Introduzcamos las designaciones: t = MO,N, m = r/R. Como 


— P лы IN 
AK— MN, о bien R-NOA="rt, entonces NOA == t= mt. 


Fig. 20. 


Respuestas 151 


Vig. 32. 
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Tenemos 
z= OP = OD | DP = Ор + ЕМ = (Н 4 r) cos mt +- 


¿ES 
+ r sen MO, 


z^ S. 
y = MP = 010 — Oy = {R -+ r) sen mt — r cos MOL. 
Puesto que 


son Г — (t — 60D) — sen [‹- (F-") | 


ON 
= — cos (LF mi), cos MOE sen (tmt), re mtt, 


entonces 
aom (Mod mH) cos mt — mft (t -+ т), 
y = (R 5 m P) sen mt — mnn sen (t -4- ти). 


inando m, obtenemos 


acr) cos 


nar 
t-—r cos t 


r 
лг n 
nr 
tr 


= (RH) sen A езеп t (Dg. 30). 


Cuando r == А obtenemos Ја cardioide (fig. 31). 


81. z = (R — mR) cos mt -+ mft cos (t — mi), 
qom (А — mit) sen mt — mR sen (t — mt), г = n. 


Cuando R == Ar oblencmos una astrolde, cuando N = 2r obteno 

mos ol segmento de nna recta (fig. 32). 
R2. Los puntos Af y N descansan sobre Ja imagen de la curva, el 

punto P no se encuentra sobre ella. La curva corta al ejo Ox en ol pu 

to О (0, 0) y al eje Oy, en los puntos O (0, 0) y A (0, —2). La ecuación- 

implicita са: ра + 2g? — 22 = 0. 


83. п) rr pa چ‎ 
A IA 
b) z= a +acosp, y= ason p. 

84. Una parábola. 

85. La parlo do la recta z — y — 2 = 0, donde z > 2. 

86. E] segmento de lajrecta Zo 1 comprendido entro los 


ejes de coordenadas. 
87. i 
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90. y = a ch (2/а), o sea, la línea llamada catenarta (fig. 33). 
91. La circunferencia (z — a)? -+ (y — b)? = Н. 
92. t= chp + shp (fig. 34). 


93. La elipse t= 1; el paso de nna representación a la 


otra lo obtondremos suponiendo que t = tg (0/2) (fig. 35). 


. La cirennfereucin «+ yè ee 10, 
La circunferencia (x — a)? 4- yî = a? 
96. La recta z = a. 97, La rocia y = b. 


98. La elipso + 


99. La hipérbola 
100. 
10 


La parábola y? e 4z + 4. 101. La hipérbola 1? — y? 
. Ln circunferencia z? d. y? 


— hy = 0. 
103. La parábola y? = —4z 4- 4.1 104. Һа parábola y? = Ax 4- 4 


а. 


105. Фан. D TONO) 
Ч v n [PIENE] 


INDICAGIÓN. Tomar com 
la roota y — tr 
de la línea. 


цо parámetro ol cocficionte angular de 
quo pasa por el origen de las coordenadas, y un punto 


2a 2at 
ie а. dm. 


jat Заг? 
107. z= TEn „ ji > po 19 curva so Hama Jolio de Des- 


36). 
108. х= 


cartes 


201? 
EE 


» 9 sea, la cisoide de Diocles. 
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109, x= a (1 - cos p) cos p, y = a (1 -l- cos q) son Ф. 


poniendo que tg (9/2) = t, obtenemos las ecuaciones de la 
cardivido 


_ a) EE 
E ы 
а: 7 “ED aip 


-1) В 

TFT’ ا‎ ы о sea, una estrofoide, Las 
souaciones indicadas se ey de las ecuaciones dcl problema 
75 haciendo х= z' -+ a, 

111. En el punto A la tangente 2z — y + 2 = 0, la normal ғ + 
| 2y4- А = 0; en el punto B la tan nte 4z — y + 3 = 0, la nor- 
mal z + 4y — 12 = 0; en ol punto C la tangente бу — y + 2 = 0, 
la normal z + бу — 40 = 0. 

112. En el punto A la tangento y = 0, la normal x == 
to Л la. tangente 3z — y — 2 7 0, la normal z 4|- 3y 

143, En el punto A (0, 0) la tangente y = z, Ja normal 7 
on el punta Y (2,1) la tangento y = 1, la normal z = 1/2; "on -€— 
punto C (т, 0) la tangente x -|- y — x = 0, la normal z — y — n = 0. 

114. En el punto A (0, 0) Ja tangente y = z, Ja normal y = —z; 


en el. ponto A (2/4, 1) la tangente 2z — y + 1 — у= 0, la normal 


^ el pn- 


r+ y 2720 

115. La tangente 2z — y + 4 = 0, la normal z 4- 2y — 3 = 0. 

116. Ln tangente 2x son £ + 2y cos t — a sen 2t = 0, la normal 
z соз t у sen t — a cos 2t = 

147, Para t = (2k + 3) х, donde k es un número entero cual- 
quiora, la tangonto y = 2a, las normales x = (2k - 1) an. En todos 
los demás puntos la tangonto z — y tg (t/2) -+ a (2 tg (12) — 0 = 0, 
Та normal z tg (1/2) + y — at tg (1/2) = 

148. La tangente z = a (cos t — ia 0), y=b(so0nt 
Я-А соя) o bien bz cost- ay sen 1 — ab = 0, la normal х= 
== (a + БА) cost, у = (b + aA) sent o bien 


ох sen t — by cos t + (b? — 


2) sen 2 cos t = 0. 


149. La tangente x= ( > + )+ RUN, 


-Pe( it , 0 bion $ (144) == 


--ah=0, la normal s (14 


(+2 (12), o bien 


rg 


Respuestas 155 


120. La tangonto z + y — За = 0, la normal x — y = 0. 
121. La tangentoáz — 2y — а = 0,1а normal 2z 4- 4y — За = 0. 
122. La tangente 
x( + y — a?) (X — z) + y ) + y + а) (Y — y) = 0, 

la normal 
y (z* + y* + at) (X — 2) — z (22 + y! — a?) (Y — y) = 0. 


123. La tangente 
Y 
RA. 


le normal 
Ala (У) Б 
3 


y 
12%. La tangente 
=Х wY 
E, 
la normal 
(32 (Ум 
z y 


125. La tangente yY = p (X + z), la normal 
v(X—2-p(Y у) = 0. 


126. La tangento (son p -+ р сов Ф) ж — (cos p — p son p) y — 
— ap" = 0, la normal (cos p — p sen p) z + (son p +- pcos q) y — 


7*7 022: Di conta a Ta oaa, 
128: A (2, 1/8). 
dp ed 
132. 4 (2, —9). 
138; b= f, c = —1. 134. gu 4/0). Ma (2/3, 8/27). 
130. y=2+3, у= 2r + 


137. y +1 = (z + ТУЗ. 


139. (z + y) V Z= (= v2 
143. M, (0, 0), м. @ D Paeh л/2, qa = arctg (3/4). 
144. Mr (0, 3), om = Oa = л/4. 
145. Mi (1, 2), an dr —2y Фф = 9, = n/2. 


146. My (X + kn, cap Em 
un númoro entero cualquiera, 


+ Pa = arctg 2V2, donde k os 
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152. Del A M; M Aobtenemos (fig. 37) p, == Ф/2 (véase cl problo- 
~ 
ma 150, n, = (p-F 0/2 АА Ма — ру — ру = л/2. 


Vig. 37. 


160. Suponiendo que Y = 0, X = zr en la ocuación de la tan- 
gente Y — y = y (X — z), mbtonomos zz — x = —y/y'. Por consi- 
guiente, | PT | = | w/y' | (fig. 38). Las demás fórmulas se obtienon 
de nn medo análogo, 
161. i MT | = V S2, | PT |= 1/2, | MN Le V5, 1PN|=2. 
162. | MT | = {cth ej ем х, [PTI = Ich zfl, | MN | = 
= ch? r, | PN | = | sh 2z 1/2. 
162, n == з 20 -t e, dondo e os una constanto arbitraria. 
АЛ 


168. Del triángulo rectangular MOT (fig. 40) tenemos | OT | = 
= | OM | tg u. Teniendo en cuenta que tg p = | r/r’ | (véase ol pro- 
blema 150), obtenemos 


ТОТ | = Д ғ" |. 


Las demás fórmulas за obtienen de un modo análogo. 


109. = + ‚ donde то es wn ángulo arbitrario (on la 


E 
fig {44 el ángulo pa = 0). Tales lineas se Патап espirales hiperbóltcas. 
170. Lastospirales de Arquímedes. 
171. r = Łk son (p — qu), O sea, las circunferencias (véase el 
problema 102). 5 


Respueslas 


1 


5 


Д 


Fig. 38. 


гів. 40. 
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Fig. 4t. 


177. Tangencia de segundo orden. 
178. "'augencia de primer orden. 180. El tercero. 
18i. y = 22 — Jr -|- 3. 182. z -H y — у= 0. 
T 183. (r + 24? — 20z + {4y + 19 == a langencia de torcer 
orden. 
184. Si f (z) tiene para г = 0 derivadas de hasta un n-ésimo orden 
inclusive, entonces el problema tiene la solución 


Е 2" 
n= (OHI YM GA FN T. 


En caso contrario el probloma no tiene una solución. 
Gan) EN 


, Vangencia de quinto orden; 


ШЫ 
چا ر‎ =i, tangencía de quinto ordon; 


—8H (0—21), tangencin de tercer orden. 
„у= 0. 187. z = +4, y=0. 

188. у= 0. 189. у= 2 — 4, :=0. 

190. y = z — 2, т=—2, 10. z= 0. 


192. z=3, y= — 4, m i. 


1 4 
193. yc. ym. 
1 


194, z= ,بپ س‎ 2r—4y—3-0. 


195, y = +2, z = 1. 196. z = 0. 
197, YER 198. y — a. 


99. z — 2a. 

200, 201. O (0, 0), un punto mültiple. 

202, 203. O (0, 0), un punto aislado. 

204. O (0, 0), un punto autotangencial. 

205. 0 (0, 0), un punto de retroceso do primer género. La tan- 
gonte y = 9. 
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206. O (0, 0). Para 1 > a cs un punto múltiplo con los tangentes 


==. Рага Û < а es un punto aislado, Para {= a es un 
furto de rotzoceso de primer género: con la tangento z = 0 (vénse la 
ig. 24). 
207. A (a, 0), punto múltiple. Las tangentes son y = + (z — a). 
208. 0 (0, 0) punto múltiple. Las tangentes son y = sz. 
209. А (0, 0), puuto de retroceso de primer género. La tangente 


в у= 0. 
210—212, No existen (fig, 42—44). 


Fig. 42. Fig. 43. 


Fig. 44. 
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Vig. 48. Vig. 49. 


Fig. 50. 
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215. т está definida para lodos los valores 
. No hay puntos singulares 1 origen d 
nadas Ja Jinen toca el eje Oz. Las asinlolas son x = +1, y ex d. La 
linea es simétrica con respecto al ejo Oy (fig. 45). 

216. La función no está definida solamente para z= 4- 1/3, y 
= y (3) = —9/2, Yin = y (3) = 9/2. Aquí y a continuación se 
tienen cu cuenta extremos locales, О (0, 0) es el punto de inflexión 


ага z= o4. El 
las coordenadas es el punto de infloxión con la tangente 
. En el punto M (—3 27/8) la tangente es también paralela. 
Ох. Las asíntolas son 2y — 0 (lig. 47). 
18. La función no está definida para > = 4-2; О (0, 0) es el punto 
de inflexión con Ja tangente y 2= 0, Las asinlotas x — 42, y c 0 
(fig. 48). 

219. El campo de dofi 
«de inflexión con la tan 
La asintota es x 


220. La función está de 

5 _3 
ы] Я e, ar 
ye m(Y үз 
son 2==0, y=0 (fig. 50). 

221. La función está deli 
Umax = 1 (0) — 1; MUY 
puntos do inflexión. La asintota es y = 0 (fig. 51). 

La función está definida para todos [оз valoros de 2, salvo 
cuando x = 0; Af (4/2, 1/e%) cs cl punto de inflexión, Las nsintotas 
son y = f, s = 0 (fig. 52) 

223. La curva es simétrica con respecto a la bisoclriz de los 
gulos de coordenadas primero y tercero. La asintota es x -[- y 
0; O (0, 0) es el punto múltiple con las tangentes z — 0, 
(véase Ја fig. 36). 

22%. La curva ев cerrada, no hay puntos singulares. Los puntos de 
intersccción con los ejes O (0, 0), M, (1/2, 0). En los puntos M4 (t = 
= —14- УЗ), М, = —1 — Y 2) las tangentes. son paralelas al 
eje Qr. Rn los puntos O (1 = 0), M, (t = Æ œ) las tangentes son 
paralelas al eje Oy. Una vez escrita la ecuación de la curva en forma 
implícita, os fácil demostrar que es una elipse (fig. 53). 

225. La curva es simétrica con respecto al eje Ox y so encuentra 
en la franja 0< z < 1. La asintota z = f; O (0, 0) es un punto de 
retroceso de primer género (fig. 54). 

220. La curva es simétrica con rospeclo al eje Ox y se encuentra 
en Ja franja O < = < 1. La asintota es 7=4. La curva corta los 
ejes de las coordenadas en Jos puntos О (0, 0), Af, (1/2, 0). Por el 
punto M, la curva pasa dos veces (para £ = +4), los coolicientes angu- 
Jaros de las tangentes a clla son k = +2. No hay puntos singulares. La 
11-01425 


м (5 
135^ 


УА, уу el punto 


0 al eje Ox. 


para х2 0; умах 


=y (e) == 
) es el punto de inflexión. Las asíntotas 


ida y es positiva para lodos los z; 
UY J, M, (UY 2, 1/V e son los 
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Fig. 51. 


Fig. 54. 


rs 
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tangente a la curva es paralela al cje Oy en el origon de coordenadas y 
al ojo Ox, en los puntos M, у Ms correspondientes a los valores dol 
parámetro t = +V V 5—2 (fig. 55). 

227. Cuando f = 0, la tangento en el punto 0 (0, 0) coincide con 
el ejo Oy. En los puntos M; (1, 4/3) y Ma (1, —4/3), cuando t = +1, 


zr 


Fig. 55. Fig. 56, 


las tangentes son paralelas al oje Ox. Por el punto M; (3, 0) (t = 
= +V 3) ln curva pasa dos veces. No hay asíntotas (lig. 56). 

228. Las asíntolas son z == + m t „иена, La euren 
corta Jos ojos de los coordenadas solamonte en ol origen. O (0, 0) es un 
punto de retroceso do primer género. La tangente cs paralola al eje 
Oz en los puntos О, Mi, My in = + Y 3). La tangonto es paralela a] 
cje Oy en ol punto Afs (t = 2) (lig. 57). 

229. La curva es simétrica con respecto al oje Oz. Las nsintolas 
son s= 1, у= x (= -i) . La primera asíntota no corta la 


curva, las otras dos la cortan еп jos puntos М, (t= —1/2) y 
My (t = 1/2); O (0, 0) cs un punto do retroceso de primer género. 
Las tangentes son paralelas al ojo Oz cn los puntos My, M, (t = 


=£ V 3) (fig. 58). d 
230. La curva es simétrica con respecto al ojo Oz. No hay asin- 


totas ni puntos singulares. Los puntos А, ($, Y 3) y an 
3^3 


($ -iys) obtenidos con t= 4 Y/3/3 son puntos de inflo- 
n 


xión. En el origen de las coordenadas la curva toca eleje Cy 
(fig. 59). 
ne 
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Fig. 59. 
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231. No hay asintotas. O (0, 0) es un punto de retroceso de segun- 
do género con la tangente x = 0. La curva corta el ojo Ох en los puntos 
Оу M, (1, 0). M, (t = —1/0,8) cs punto de inflexión. En cl punto 
Ma (t= 1/0,5) la tangente es paralela al eje Oz (ie. 00). 

232. La asintota y = 4; O (0, 0) es cl punto de inflexión, la tan- 
gonto al mismo coincide con cl eje Оу. La Vangonte es paralela nl eje 
Оу еп ol punto Af (1 = 5/4) (fig. 6i). 


Fig. 60. g. n1. 


233. Las nsi 
punto de inllex 

234. El origen de las coordenadas es punto de retroceso do segundo 
género, Los puntos de intersección con los ejes de las coordenadas 
son O (0, 0) y M (1, 0) (fig. 63). 

235. La curva св simétrica con respecto a la recla y = =. La asin- 
lota os z 4: y — 1 = 0. El origen de las coordenadas os punto do rotro- 
ceso de primer género (para £ = 0) con la tangente Or. Además, Ja 
curva entra en el origen de las coordenadas tocaudo ol ojo Oy para £ = 
= А оо (fig. 04). 

236. Las asíntotas son 2z +- 9 = 0, 2z — 9 
= 0; M, (4, —4) es punto do retroceso de primer géne] 
æ + y = 0. Bl cje Or toca In curva en el punto Af, (1 
Oy lo hace en el punto Ms (0, —16/3) (fig. 65). 

237. La curva es simétrica con respecto al eje Oy. Las asínto- 
tas son y = +z — 1; O (0, 0) es punto singular triple con tangentes 
ma 0 e y = 0. Los puntos de inflexión son My. (20: 

ig. 66). 
188 238. La curva es simélrica con respecto al eje Oy; Mya (+2, 0) 
son punlos de retroceso de primer género соп tangentes Ez E y — 


lotas son z = 0, а 4- y d: 2 — 0; 0 (0, 0) оз el 
1 con tangente z — y = 0 (fig. 62). 
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221; 


En los puntos My (0, 2/3) y Af, (0, 2) las tangentes son pa 
кыы ao 2 

lolas al ojo Ол; Mae (+5 V5, 
(ig. 67). 


son puntos de inflexión 


Fig. 02. Fig. 03. 


290, Ox es eje do simetría. No hay nsíntotas ni puntos singula 
La linen corta al ojo Oz en el punto M, (— 1, 0) y al eje Оу en los pun— 
tos Mss (0, 3:1). T linea son paralelas al cje Ox eu 
los puntos Mss y al lo Ms. Los puntos As. son do 
infloxión (fig. 68). 


Fig. 64. 
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Р m 
СД 
T 
Fig. 66. 
Y 
Me 
M Ms 
[A 2 ANE 
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Fig. 68, Fig. 69. 


M СА 


Fig. 71. 
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240. La línea es simétrica con гезрос1о al сјо Oz. Las aslntotas 
son z= 1, y = -2. La linea toca cl eje Oy en el origen do las coordo- 
nadas. En la franja del plano definido por las desigualdades 0 < 
< æ < 1 no existen puntos que satisfagan a la ecuación dada (fig. 09). 


y 


Fig. 72. Fig. 73. 


241. La linca es simétrica con respocto al ojo Ox. La asintota es 
ж = 1. La tangonto vertical es z = 0. La línea existo solamente para 
los valores de z on el intervalo de 0 < z < 1, lo que se ve de la ropro- 


sontación do su ccuación on In forma y? = ZED (rig. 70). 


Fig. 74. Fig. 75. Fig. 76. 


242. La línea es simétrica con respecto al cje Ox. La asintota es 
z= 0. En los puntos M, (—5/2, 0) y М, (1/2, 0) Јаз tangentes son 
paralelas al eje de las ordenadas. Hay dos puntos de injlexión (fig. 71). 

243. La linea se encuentra por completo dentro del cuadrado con 
centro en el origen de coordenadas y con lados iguales a 2a y paralelos 
a los ejes de coordenadas. La línea os simétrico con respecto a los ejes 
19 las coordenadas y a las bisectrices de los ángulos de las coordonadas 
(fig. 72). 
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244. La linea se parece a una hipérbola. Los asíntotas son 2y = 
= ks. Para 23 < Û do existon puntos que satisfagan а la ecuación 
dadn, a excepción dol punto O (0, 0) quo cs aislado (lig. 73). 

245, Las asíntotas son y = +z. Las tangentes son paralelas al 
ejo Oy en los puntos O (0, 0) y M, (3/2; 0). Пау dos puntos de inflo- 
xión, Ma y М, (fig. 74). 

246. Las ssintotas зоп y= zlz. Las tangentes son paralelas a los 


ejos de coordenados en los puntos M, ys 


( va я -уҝ) (fig. 75). 


247. Las asíntotas son z = 0, y = 0, y = z; O (0, 0) os punto de 
inflexión con tangente у = —z. Las tangentes son paralelas al ejo Oz 
en Jos pantos Mas (o, (V Z + 1) о), My (—о, (V2 — 1) 0); o = 
= 1 (fig. 70). 

зав, Las asintotos son z = 0, y = 0. La tangente оз poralola al 
eje Ox on el punto Af (0, 1) (lig. 77). 

249. La recta z = { y el punto aislado O (0, 0). 

290. Las asíntotas son z = kf, y = +1; О (0, 0) es un punto 
aislado (lig. 78). 

251. Los asímotas son y = sz; O (0, 0) es un punto aislado. Lo 
línea corta el eje Oy on los puntos Af,.s (0, +4 2), en los cuales las 
tangentes son paralolas al oje Oz (fig. 79). 

252, La línea es simétrica con respecto o! ojo Ог. Las asíntolas 
son у= z-- 1, у= —2z-— 1, z= 1; las asíntotas y = 2 (2 + 4) 
cortan la Ила en el punto Af, (—1, 0); O (0, 0) es un punto aislado. 
Además del punto O, no hay otros оп la franja —1 < z < 1. La tan- 
gonte a la línea es paralela al eje Oy en el punto Af, y al eje Oz en los 


ueri 
AME (tig. 80). 
= stety 0. El ori- 


puntos Ma y Ma соп la abscisa z = 


258. Las asíntotas y — z 


gon de coordenadas es un punto aislado] La gangento es aralela al 
eje Ох on los puntos M, (0, =a), y al eje Oy, on fos puntos 
Mss (ска, 0) (fig. 81). ё 
254. La linea es simétrica con respecto al oje Oz. El punto 
М, (2, 0) es aislado, En los puntos Ау, (—2, 3:17 2) la tangento es 
paralela al cjo Oz. Hay dos puntos de inflexión АГ y una asínlola, 
== 0 (fig. 82). 
255. Las asíntotas son 3z 4 4 = 0, 32 +3V3y — 8 = 0; 
O (0, 0) es un punto aislado. En Af (4, 0) la línea se interseca con el 
eje Oz. La tangente on este punto es z = 4 (fig. 83). 
256. La línea so encuentra por completo dentro del cuadrado con 


el centro en el origen de las coordenadas y lados iguales a V 2 + VE 
y paralelos a los ejes de las coordenadas. La línea es simétrica con 
Tespecto a estos ejes y a las bisvctrices de los ángulos de las coorde- 
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M 


at 


Fig. 83. 
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nadas. El origen do las coordenadases un punto aislado, Las tangentos 
son paralelas al eje Or en los puntos Afi (9, $1), Man 
V2+ VB ) 


(= ут MEC 


. Las tangentes son paralelas al ojo 


Oy on los puntos M, s (El, 0), Мул, (EA, +35) 
(fig. 84). 


257. La línen os simétrica con respecto al ejo Ox y por completo so 
encuentra en la franja —1 < x < f. La asintota es x = 1. El origen 
de las coordenadas es un punto múltiplo con coeficientes angulares de 
los tangentes k = 5-1. Га tangente es paralela al eje Oy on el punto 
M, (4, 0). Las tangentes son paralolas al eje Or en los puntos Ma, а 
E (tig, 85). 

258. Ln linon cs simétrica con respecto a los ejos de las coordena- 
das. Los puntos de intersección con ellos son O (0, 0), Af, „у (0, +1). 


Las tangentes son paralelas al eje Or los puntos Ala y al eje 


2-1 yz T 
Oy en los puntos Ms-, (s ME, +272): 040 0) es 
un punto múltiple con tangontes y zz (fig. Вб). 

250. La linea os simétrica con respecto 4l ojo Ox; Af (I, 0) сз 
fte 00е con tangentes y = (z — 1). La asintota os z= 0 

ig. 87). 

260. La linea es simétrica con respecto a las bisectrices de los 
ángulos do las coordenadas. O (0, 0) es punto múltiple con tangentes 
zx = 0, y = 0. No hay otros puntos de interesec con los ejes de 
las coordenadas, Las tangentes а la linca son paralelas al ojo Or 
en dos puntos M, (1/3/16, 27770), Ma (У ЗЛ, — 27/18) у al 
ojo Oy on Jos puntos Af, (1/27/16, 1/3/16) M, (27116, —Y 3710). 

lo hay asintotas (fig. B8). 

261. La línea es simétrica con respecto a los ejes de las coordena- 
das y зе encuentra dentro dol rectángulo acotado por las rectas z = 
= 41, y = 1/2 О (0, 0) es punto múltiplo con tangentes y = kz. 
Las tangentes son paralelas al ojo Ox en los puntos Ms- (t: V 2/2, 41/2) 
y al cjo Oy оп los puntos M,,, (4:4, 0) (fig. 89). 

262. La línea es simétrica con respecto al ojo Oz. Las nsintotas 
sun y = +t, z= —1, z= —2; О (0, 0) es punto múltiplo con tan- 
gentes yV Z= +r 90). 

203. Las tangentes son paralelas al ojo Oz on dos puntos 
Maa (1/3, +2/3V 3); el punto M, (3, 0) cs múltiplo con tangentes 
tis. sí 1). La tangente es paralela al eje Oy en cl punto O (0, 0) 

ig. 91). _ 

264. La línea es simétrica con respecto a Jas bisectrices do los 
ángulos de las coordenadas; O (0, 0) es punto múltiplo con tangentes 
x= 0, y = 0. Las tangentes son paralelas al eje Or en los puntos 


con abscisa = == 


M 
Mi Ms 
т 
^ м, 
"e 
Fig. 86. 


Fig. 88. 


Fig. 85. 


Fig. 87, 
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Mya (9175, 


27) y al eje Oy en los puntos My, (01/27, оў 
да = +1 3 


92) 
205. La asintota y= — + $ so interseca con la linea en el 


punto M, (1/9, 2/9); O (0, 0) ев un punto de retroceso do primer gónero 
con tangento z = 0. En el punto Ma (1, 0) la tangento es paralela al 
оу y on el punto M, (2/3, V 4/3, al eje Ох (tig. 93). 

200. No hay asíntotas. O (0, 0) es punto de retroceso de primor 
género con tangento y = х. La linea corta el eje Ox en el punto 
M ao La tangente es paralela al cjo Oz en el punto M, (12,4) 

E. 04). 

267. La linea es simétrica con respecto al ejo Oz; O (0, 0) os punto 
de retroceso do primer género con tangento y = 0. Las asíntotas son 
z= a, £ + y = —0/2. En Ja franja del plano O < x <a no hay 
puntos quo satisfagan Ja ecuación do la línea (fig. 95). 


268. 0 (0, 0) es punto de roLroceso de segundo génoro con tan- 
286; " 


gento у=; M, (5> 355 ) es punto de inflexión. 


ol 


16 256 " 
punto Ms su) la tangente es paralela al ojo Ox. En ol 
punto Af; (1, 0) Ја linea corta ol eje Oz (fiu. 96). 

200. La línea cs simétrica con respecto al oje Oy; O (0, 0) es un 
punto singular por cl cun] pasan tres arcos. Las tangentes en 61 son 
y == 0, z 4 y == 0. No hay puntos da inflexión ni asínlolas. Los pun- 
tos on los cuales las tangentes son paralelas a los cjes de coordenadas 
som Mia (d V 2/4, 1/4), Maa (3: V 8/9, 2/9) (rig. 97). 

270. La linen es simétrica con respecto al eje Oy; O (0, 0) es punto 
autotangencial con tangento y == 0. Las tangentes son paralelas al 
cjo Ох en los puntos АЛ. (2-0, 12) y al eje Oy cu los puntos 
Ms. EGY Z, 8). Пау dos puntos de inflexión M, (fig. 08). 

278. La linea es simétrica con respecto al oje Ox; O (0, 0) es punto 
singular triplo con tangontes x == 0, y = 0, Las tangentes son parale- 


los al cjo Ох on los puntos Mj, (V TZ, s: V б Y 12) y al ojo Oy on los 
pontos Mv, (û, 34) (ig 99). Е 

272. Ln línea es simétrica con respecto a Jos ejes de las coorde- 
nadas; 0 (0, 0) es punto autotangencial con tangente y = 0. La línea 
corta el ojo Oz en los puntos А, з (2-1, 0) on los cuales las tangentos 
son paralelas al ejo Og. En los puntos Maa (4 1073, + 2V 3/0) los 
tangentes son paralelas al cje Ox; Asio son puntos de inflexión 
(fig. 100). 

273. Las asíntot: 
ol centro en el ойы 
a Jos ejes do coorde 


do las coordenadas y п las bisectrices do los ángulos do 
es un punto singular cuádruple con tangentes z = 


al 


éstas. O (0, 0) 
„у = 0. Las tan- 
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Fig. 94, 


Fig. 95. 
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Fig. 96. 


Fig. 98. 


Fig. 100. Fig. 101. 
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gentes son paralelas al eje Ox en los puntos Mi~; (£ V Z, +2) y al eje 
Oy on los puntos Mia (£2, +V 2) (fig. 102). 

275. Puesto que la fitneiós. Lg (q/2) ез yer con período 2л, es 
suficiente examinar el valor de ф en el intervalo 0 < p « 2л, Como 
el punto (27 —-1) es idéntico al panlo (л — эр, г) y los puntos 


Fig. 102. 


(р, r) y (я — P r) son simétricos con respecto a Ja recta q = 3/2, 
osta recta os el cjo de simetria de la curva. Al variar c] ángulo polar 
dentro de los limites do O < y < x r = tg (9/2) será posilivo, por eso 
para los valaros indicudos de о Ta curva so encontrará por encima del 
eje polar. En virtud do la simetría con respecto a Ja recta р = 2/2 
la curva estará por encima dol ojo polar. La curva tiono el punto m 
tipke (2/2, 0). Пау una asintota paralela al ojo polar y alejada de 
ep dos unidades. Por Га Fórmula ig ye rir (véase el problema 1 
obtenemos 


ig p = sen p. 


Por consiguiente, la curva toca el radio vector del punto do tangencia 
solamonto si q == 0. En el punto M, múltiple Jas tangentes cortan al 
ejo de simetría en un ángulo de 45°. Como la tangente a la curva es 
paralla al eje polar si p + p = кл entonces en estos puntos tg p = 
= tg q. Comparando esto con la igualdad (+), obtenemos p = Кл; 
por lo tanto, la tangente buscada es el eje polar. Como la tangento es 


perpendicular al eje polar, si p + ọ = ka + entonces tg p = 


== otg y, en virul de (e), cig p= sen p, de dondo cos q = 
= (Y5—1y2, y la tg (9/2) x 1/2. Introduciendo las coordenadas 
cartesianas por las fórmulas z = r cos p, y = r sen p, nbtenemos dos 
puntos Af, y M; en los спаісз las tangentes son perpendiculares al eje 
polar: a, e 0,3; y, А 0,4; ту ае —0,3, y, = 0,4 (fig. 103). 
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276, Fig. 104. En el polo la espiral tiene un ponto de inflexión. 
A medida que se aleja del polo la distancia entre las espiras decrece 
indefinidamente. 

271. Si г, q son las coordenadas polares generalizadas (es decir г 
puede tomar un valor do cualquier signo), entonces la ecuación r^ = 


Fig. 103. 


= а? define dos curvas simétricas con respecto al polo. Cada una do 
las curvas so acerca indefinidamente al polo y se aproxima asintóti- 
camente al ejo polar (fig. 105). 

278. Fig. 106. El polo es un punto de retroceso de primor género. 
El eje ud en esto punto es tangente. 

210. Soa a > 0. Cuando їр — 0, la línea se acerca asintóticamonto 
а la recta paralola al eje polar y se halla a vna distancia 1 del mismo. 
Cuando р croco indefinidamente, la línea do un conjunto innumorablo 
do vueltas alrededor del polo, apro андозе asintóticamonte а la 
circunforencia de radio r = а (fig. 107). Para a = 0 se obtiono una 
ospiral hiperbólica (véase ol probloma 160, fig; 41). 

280. La curva os simétrica con respecto a los ejes del sistema do 
coordenadas cartesianas cuyo oje Oz coincide con el eje polar. La cur- 
va corta el ojo Oz en los puntos AM, (+a, 0), O (0, 0), además, el 
punto O es autotangoncial con tangonte y = 0. La curva tione dos 
puntos тЇрЇ рш Mg (0, a! Y 2) y M, (0, —alV 2) (fig. 108). 

. Fig. 109. 

282. La familia está compuesta por las elipses quo tocan el eje Oy 
en ol origen de coordenadas y por las rectas y = 1/2 е y = —1/2. 
Forma parte de la familia también el eje Os (fig. 110). 

283. Cuando С = 0, es un par de rectas z= 0, z — 2y = 0. 
Cuando C эё 0, son hipérbolas semejantes cuyas asíntotas son paralo- 
las a las rectas indicadas. Los contros de las hipérbolas O* (C, C) 
llenan la recta z — y — 0. Una de las ramas do las hipérbolas toca el 
vje Oz en cl origen de las coordenadas (fig. 111). 

j. a) Familia de clipses confocales; b) familia de hipórbolas 
confocalos (fig. 112). 
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(e) ; 


Fig. 104. 


<> 


Fig, 105, 


le 


Fig. 106. 


Hn 
Fig. 108. 
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Fig. 11. Fig. 102. 


Fig. 113. 
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287. Circunferencias concéntricas cuyos centros coinciden con 
el dol haz (бд. 113). 
288. (= — C) -1- y? = C? (fig. 114). 


289. z -+= C (fig. 115). 


y æ — y = = 0. La primera consta ilo los puntos singulares do Ins 
curvas y la sogunda es la envolvente 123). 


2 g 
298. La circunforencia (==) 5 =} (fig. 124). 


299. La parábola y? + 4а (z — а) = 0 (fig. 125). 
300. Las hipérbolas zy = :Е5/2 (fig. 120). 

30t. p + B?) R? = Сз. 

302. La astroide 22/2 E y 2/2 = a” (fig. 127). 

303. п) La parábola y = бах (fig. 128). ; 
, INDICACIÓN.- Tomemos la rocta fijada рог ol cjo Oy y orientemos 
el oje Oz a través del punto F. Soa 7 (a, 0). Una vez escrita la оспасібп 
dol haz de rectas quo pasan por /' en la forma y = С (z — a), obteno- 
mos quo Jas rectas de la familia indicada en el problema pasan por los 
puntos del ojo Oy con las coordenadas (0, —Ca) teniendo un coeficiente 
angular —4/C. b) Si F (a, 0) y la circuuforoncia tiono la ecuación 


Я 
«14 jf = rê, outonces, рага r>a obtonomos la olipso + gg 


а " y 
1, para r«za obtenemos la hipérbola -——— =1 y para 


тї 7 
rma no hay envolvente (fig. 129). 
304, Cicloido (fig. 130). 


305. sê f gt c (Н — rj аа y= (R + r)? (figs. 131—133). 
306. La tangente en el vértico д, Б, (йк. 134). 


2 
307. La envolvento so compone do la circunforencia (7-3) + 
2 
+= (2) y do la directriz de la parábola z= — p/2 (fig. 135). 
308. Escribamos las ocnacionos do la elipse on forma paramótrica: 
acosq, y=bsnp 0 < «2n. 
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Fig. 123, 


Fig. 124. 
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mos el caso en que las cuerdas son. paralelas al eje Oy. Las 
das del contro de Ja circunferencia de la familia son xp = 


Fig. 128. 
de la familin es 
(к — а cos p}? + y! = t sont q. 
inanle so define por las ecuaciones 
(z — a cos q)? -- p? = 0 son? q, ) 
a (z — а cos ф) = 02 cos p. 


El discri 


188. 


Fig. 191. 


Fig, 132. 


igy 
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Fig. 133. 


Fig. 135. 


Fig. 134. 
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Como de la primera ecuación se deduce | = — a cos q | < b son Ф, 
entonces de la segunda ecuación hallamos bê] cos p | < ab sen p o 
bien | tg p |> b/a, es decir, ol discriminante está definido sólo para 
aquellas circunforencias para las cuales | tg Ф | > b/a. Eliminemos el 
parámetro Ф: 

atz? 


ar 
esq. зела ра 1 + 
+ FT 


La conación do Ja familia tormará la forma 
ay o 
(= aru ) и ur E 
de donde Uta" + y? (a? -+ 02)! — b? (a? - 02)2 -+ a'ü*z* = 0, o bion 


NE 
зи 


Fs fácil comprobar que para los valores indicados del parámetro q, 
ol discriminanto sorá la envolvento (fig. 130). 

Si lus cuerdas son paralelas al ojo Oz (fig. 137), entonces por ra- 
hallamos 


zonamientos análogos 


d 
NIA 


309. INDICACION, El problema so resulve igual que el precedento. 
Las ocuaciones paramétricos de la hipérbola se deben tomar de forma 
z = a ch f y = b sh t. Si las cuerdas son paralelas al eje Oy, entonces 
la envolvonte oxiste solamente para b < a. Su ccuación es z 
= de = 1. Ella envuolvo sólo aquellas circunferoncias para las cualos 


| th £ 1 < b/a (fig. 138). Si las cuerdas son paralelas al eje Ox, onton- 
cos la envolvente exislo para cualesquiera valores de a y b 


Para b а olla so define por la ecuación A ze 


para bœa olla envuelvo todas las circunferencias (fig. 139), mion- 
im qup b<a solamente aquéllas para las cuales (th | < bfa 
ig. 140). 


Pora û = a no hay envolvonte (fig. 144). 
310. La parábola y! = 2p (= +5) . Ella es envolvente de las 


cireunferencias de una familia para las cuales C> p/2 (fig. 142). 
314. y — 2 (p + q) z (fig. 143). 

312. Los puntos de la envolvente deben satisfacer al sistema de 
ecuaciones Р (z, y, œ В) = 0, p(a, В) = 0, Sg =0. 

313, Cuatro rectas z у= +1 (fig. 144). ° 


391 


Fig. 138. 
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Fig. 139. 


Fig. 140. 
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Fig. 143. Fig. 144. 
1301435 
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) 12 09 una astroido 

а (27 + 2y — a) = 0;, para 

К a a 

315. el plano verlicalzdado el sistema de cordenadas 

20у, colocando el origen dol mismo en el punto dado y orientando el 

eje Oy verticalmente hacia arriba. Entonces las ecuaciones paramétri- 
a 


cas de las líneas de la familia serán z = wt cos œ, y = nt sona — E, 


donde c es el parámetro de la familia, Tenemos 


Е SER эй D (z, y) а 
Igualamdo al coro el jacobiane ¿a+ obtenomos vft rive X 


ls. y das ecuaciones paramótricas 
TES 
dol discriminante tionon la forma 
2E oga, q EA 


& Zna * 


xX sena, de dando (= 


liminando с, obtenemos 


Así, el discriminante es una parábola cuyo ejo está oriontado vortical- 
mento hacía abajo por el ejo Oy, el parámetro es igual a v3/g y ol vér- 
tico se encuentra en el punto M (0, vj/2g). El discriminanto os una 
envolvente (fig. 145) 

3316. Las ecuaciones de la fan 


y = a sen v son и. Egualando a cero el jacobiano 


= a cos v cos i, 
Y 
Dia, v" 
son? v cos? u — cos? v son? u = 0, о bien sen (и + v) sen (и — v) = 0, 
о bien v = —u, v = x — и, v= u, v = я 4 u, Bl discriminante 
se compono de cuatro segmentos de las roctas 


уж ta 
Estos son cuatro lados del cuadrado con vértices on los puntos do in- 
tersección de los diámetros de circunferencia que descansan sobre los 
ejes de coordonadas con la misma circunferencia. Cada uno do los 
lados del cuadrado es una envolvente (fig. 147). 

D 


317. к= 3r M Da 7 — (A 0i). 


348. s= V T2] — ViTa} In |" 
Я 


obtenemos 


14+ Va 
14 Y 4d 


319. sma (n= —sh A) à 


Respuestas 495 


320. ns 


эг 


821. s=a (8— (y2. 


322. а (Ја sen t, — In sen 4), donde Q < tj, ta < 5/2 0 bien 
3/23 0,0, CR. 
Y 
U E 


Fig. 146, Fig. 147. 


323. s= Ја tg (51/12). 
324, Y 3 


325. з= 4 n2. 


326. ing ЗТ 1n tg 

327. s= (ch 4 —1y2. — 328. s= 244. 

329. s = 2al V Z + In (VJ + 1)). 330. s= 8а, 
13+ 
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s =Sam (m 4 1) 332. к= fa. 


16a/3. 
3 


Ln V FERE i In (2л 4- TEA 
8. Una catenaria. El punto A es cl vérlico. 
2. z = H соз (S/N), y == R sen (YR). 
BAN, ar Arsh (920), y= VF 

k = | sen x IA cos? 2)7. 
aly? 


V Piip + 227 = pig? A рї. 


i ab, 
TOT TE MB. e err rest 
ads uh 
MIR AA * 
"m 1 А э 2 
0.8 ETT Sal. 252/63 [sen 241). 


3582. 2 1 yn A yt. 
3 


Faz Fay Ё 
mod | Куу Рур 


1 


F F o 
E T 500 A 
хм. de PS 
"m у ab 
355. 


+ AG. Fo quz num eT 
donde в os la excontricidad. 

357. к= 

29 2 ( p д” an | 
(9-29. 20. م‎ q? 
E E ое e$) 
(EQ . 

389. INDICACION: Ё == |f X Ar l, donde E es ol vector unitario de 
ln tangento. 

363. R = a ctg t. 

367. El centro de curvatura de la elipse z = a cos £ y = b sen t 
en cl vértico A (t 1) es D (са, 0) y en el vértice B (t = x/2) es 
E (0, el), donde c = a? — 0%. Los puntos D y E so encontran en 
la intersección de la perpendicular bajada desde ol punto C (a, b) 
а АВ con los ejes de las coordenadas fig. 148). 


368. (2) + not, ae. 


338. k= 
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300. (Ye 
3". (e PF 7232, € 
1 1 

s. (n2, vi). 


ду + (4-2) 222. 


372. Los puntos en los cuales la curvatura оз mínima: ((2 + 1) ал, 
a+ d) los puntos en los cuales la curvatura es máxima: (лол. 
a — d) (n es un número natural cunlquiera). 


Y 


A00) Cía,b) 


0 aen oz 


Fig. 148. 


373. A (81/2, a) y B (0, 0). 


376. r= 


Пау tangencia de tercer orden en el vértice O (0, 0) de la parübola. 
377. Supongamos que Ja línea 1, está definida por su ecuac 
vectorial ry == ry (s), donde ғ es la longitud del arco de esta línea, leido 
a partir del puuto M y como origen O de Ja lectura de los radios vorto- 
тов ве toma el punto M. Escribamos las ecuaciones do la línea h con 
respecto al sistema do referencia ile Frenet, lomado en el punto Af 


га." 
Sustituyendo en el desarrollo r, (s) "mz +... das 
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expresiones Fy = fp Fy = Күлү, ohtenomos 


ze. LM 
De un modo análogo para la línea ly 
rt... e... (n 


Sea Р un punto sobro la tangonte I, próximo al punto Af, y supon 
que la perpendicular a 1 trazada cn el punto P corta Jas líneas ly, la 
en los puntos Afi, Ma. Entonces de las ocuaciones (*), (++) obtenemos, 
respectivamente, 


VM al 2 IPM en e arts 2 
Como ky =< lega entonces | РМ, | < PAST (fig. 149). 


5 лг р я? 
380. , — EF ) > 


7 
38+. +-x) " 
382. Es wn punto, centro de la circunferencia. 
at baat 
383. Х == cont, Y A (fig. 150). 


м а 


384, ch, Y= 


ehe (fig. 159- 


385, Хз Ак, Y a (fig. 152). 


286. X == y RD) MA, 


" 1-1 2k (Ak — 1) zh " 
Voe _ _ _ Aa [II] ti 153). 
aa E 599 
A87, X E Ke 1) m- Qc D? кн), 


AE Qk- 1) (Ak E 1) et^ 


у= tig. 154). 
2k (2k -- 1) ак. (Ue: 195) 
388. хе, Y-lnz.-2—1 (fig. 155). 
a 
389. X= z--cos x Ботя ы _ (fig. 156). 
Ak coste 1F costa 
з, Xer, Yeg ота, 


nla <r </2 (ig. 157). 
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Fig. 140. Fig. 150. 


Fig. 151. 


Vig. 152. 
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91. X = a lu Ig (1/2), Y = alsen t o Y = a ch (X/a) (fig. 158). 
392. X =$ (cos ф —cos* q-|-2), Y 


g- Ü — cos q) sen qp. 


Es una cardioide (fig. 159). Para la demostración es suficiente efectuar. 


Vig. 154. Fig. 145. 


Fig. 156. 
la sustitución del parámetro p = л — £ y la transformación de las 


(x- $4). v =. 


coordenadas por Ins fórmulas X* 
393. Fig. 160. 394. Fig. 161. 
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395. Fig. 162. 396. In a = av? 

APT. xim а (ой dee (t Суван, s Gon t le 
e. € (o3 i), donde G es el parámetro do la fomilio de evolvenies 
(fig. 1 


Vig. 157 
y 
?| E 
Fig. 158. 


a (In tg (1/2) E cos 0), Y == а sen t, la tractriz (vénse 


308. X 
la fig. 158). 
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Fig. UM. Pig. 162. 


Fig. 163. 
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ТОЕЛ к t 
309. X= جر ا‎ УТ (C—ln(4-V PFA), Y dy mS 
X (C — lu (14 V EFAN. 
400. з == ба. 


INDICACION. Válgase de la siguiente propiedad de la ovoluta: si 
el radio de curvatura py la línea se cambia monótonamente, entonces 
la longitud del arco do la evoluta nem entre dos puntos suyos 
es igual a la diferencia do valores del radio de curvatura do la línea 
intolal on estos puntos. 


402. s = Ba. 
an oy 
ZE 

404. х == soc æ + 1а tg (0/2), k == sen acosta, donde tg o = т. 
405. Ла = 2a. 
46. Дз 41 а? 
407. & -- 0л? 1 

408. Una circunferencia de radio 1/a, si a 96 0, y una rocta sí 


403. (275-8) = [++ ° 


atera, 


а= 
409. Una espiral logarítmica. 
410. Supongamos que s = tg o. Entonces 


a. 1 Езопа " 
ia Ea O CÓ 
an "7 wa 


de aquí, y = ch (1/2) оя una catenaria. 
All. ж = a (2t + sen 20, y = a (2 — cos 21), es una cicloido. 


—e elg et, una parábola. 


М3. ro e® (cos sena), w ES е (сова воп а), es una 


ospiral logarítmica. 


144. x= а (a sen a 4 cos a), y = а (sen & — а cos a), la ovol- 
vento de una circunferencia. 


445. 2 


T, os una catenaria. 
416. Si los ejes do coordenadas se айуан 1 modo indicado en la 
Sig. 164, entonces las ocuaciones paramétricas do la cicloido requerido 
so escriben de la forma 
z= a(t— sent), у= а (1 — cos i). 
La velocidad de un cuerpo que cae so determina por la fórmula v 
= V Zgh. En nuestro problema 


h = y — yo = а (cos lọ — cos 1), 
donde ty y t corresponden a los puntos Me y Af. Por eso 


= V Bga (cos g — cos 0). 
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Pero la velocidad ves la derivada del camino s con respecto al tiempo Y: 


Observando que para Ja cicloide 
ds = 2a sen (1/2) dt. 


Fig. $64. 


obtenemos la ccna 


diferencial para determinar el tiempo 7: 


Integrándola, encontramos el | Mempo T gastado por el punto material 
para trasladarse desdo Af, a 


2a son (0/2) de 


T y [ d cos (1/2) -— yx, 
[E V соя? (1/2) — cos? (8/2) A 


ue ce lo que se nocositaba demostrar. 
44 = а cos 
son: n E +0 = 
418. z= acos p, у = ason p, 2 = be". 
419. Eligiendo del modo eorrespondiento ol sistema йо coorde 
das, escribamos las ecuaciones do la imagen de la curva do Vi 
(fig. 166) en la forma 


6t ge 165). Las proyecciones 
== a cos (2/6). 


at yt. a = П, } 
за 2 Rr. 


Tomando po parámetro u la longitud del punto A7 sobre la esfera, 
de los triángulos AOP, OPM y ОРО hallamos 


к= П сњ? ы, y Hcosusenu, s= £R sonu 
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Son 


osihles Lambién otras ccnaciones paramétricas. En particu- 
lar, escribi 


do la ecuación 


з oat — Ва = 0 


en la forma 
m 


y suponiendo que 


п н R 
gm Rl. sent, 


Vig. 165. Fig. 166. 


obtenemos 
n n t 
a=- (1+ cos), y= sont, 2 Й sm. 


420. a) Introduciendo el sistema polar do coordenadas, la posi- 

ción del punto Af la doterminamos par su distancia r a partir del punto 
~ Ds 

O, por Ја latitud y = POL y por la longitud Ф = ZOP (fig. 167). 


Según el enunciado y = ج‎ A, donde à = 20L y p = wt. Determi- 


nando r de la condición 17 — mr y sustituyondo el valor haltado de 
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roe rq on las ecuaciones 


к= r cas pcos Ф, 
pre pon y, } 

z= rnp, 
obtenomos 


z= ае" соз, y= ae вепр, z= bent, 


donde k = m/o, а = r, son A, b = го cos À. 


Fig. 167. 
b) x = аі cos t, y = at sen t, 1 = bt. 
^2. Ada, ) 
ptit, 
т=асоз!, 
у= t Уат зоп? і, 
1=asont. 


Para а = b obtenemos dos olipses (fig. 168). 
422. INDICACIÓN. Eliminar el parámetre 
A 
e A ac бу zm ach (e), pem 0} | isl Gb 


= 0. 
425. 3 — y з y +41 = 0, з= 0. 
INDICAOION. Eliminar z de estas ecuaciones. 
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428. Por ejemplo, y = z*, z= єх, 
429. Las ecuaciones de los cilindros buscados son: 


A=, a (ja 


432. Las rectas z = y, 3 = 1; 2 = —у, z = {; х= p, 1 = ~ed; 
r= 


435. х= уфа. 


0. 24 Gn) y 
12, 14), M, (—2, 2, —4). 
a 0 


; ox-k2g--3:--6..0, 

De la intersección de las tangentes con el plano zOy resulta la pará- 
boba y = pan 

aX +3 (M2) Y — 


м. RET 
= Вуй =0. 
442. La circunferencia 
atp ya 4 07), sebl TTT 


(las ecuaciones de Ја hélice se toman en la forma = = a cos t, у= 
= ason Ё, з= bt). 
444, Senn z = z (0), y = y (0), z = 2 (t) las ecuaciones paramétri- 
cas de Ja línea. Son justas las identidades 
F (z (i), y (0, 2 (0) = 0, 
Ф (z (0), y (0, 2 (0) = 0, 


de donde obtenemos 
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s determi iones de las diferenciales 


en da forma 


dr di 
af AF Р 
E EXE 
om оф ab ab 
Jy ds ar öy 


De este mento, H I 


om ab a д%› ob 
Jw ds di dr dr Ow 


y la ecuación del plano normal 


oF or 
a wl 
Im» dalt 
mb odi x 21! Gs ) 
w 
о bien 


д ah ab 
ar ду E 


Ук 
ay Te Ty 
ay (X — 7) 4 bz (Y — y) + zy (Z — з) = 0, а -+ y? #0. 
" 2 Y" z 
мб. <= E x 1, ryz 40. 


481. Bz --3y- 5-120, 32 — Bp F4 — 0, 
108r — 18y + z — 216 = 0. 
453. DX + aY + abZ == 2ab. 
Ah. (X sen (t — а) — Y cos (t — a) son а + Z = t sen œ + 
+ cos d. : 


son las ecuaciones de la normal principal, 


son las ecuaciones de la binormal. 
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458. son las ecuaciones de ln normal 
principal, 
= son las ecuncionos de la binormal. 
460. А (1, In2, —4). 
j4k 2i—j4k Lik 
sed. ,للام‎ * lan 
462. T n % УЗ 


463, t= =Ë cos ti + E sonas - En, n= son (cos tj, 


cos tí — -$ son tj — Êk. 


t. 
y he 003 i—son $ 


7 z^ 


AM. t= yi (son з оон 9-1-6 


yz ds [am 
[E (son irem iR). 
466. Do la tangonte: с 


X-—acot  Y—asmt  Z—bt 
а зел а созі h 
dol plano normal: 
(a sen t) X — (a cos t) Y — 67 + bt = 0 
de la hinormal: 
X--acost  Y—asnt _ Z—bt 
asont —  —bcost 
de! plano osculndor: 
b son t) X — (b cos t) Y + aZ — ам = 0; 
de la normal princip: 
X—acóst — Y—asent 
cot 7 sont 
el plano rectificanto: 
X cost + Y son t — a = 


y Z=bi; 


—a sen ti+acostj-4-bk), n= — cos ti—sen tj, 


14701435 
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lc el punto sobre la Jetra significa la derivación con respecto al 
imelro 5. 


A68. s V аара, 


AGT. X =a cos 


0 
Vam’ 
=8V 20. 

a 


о. 
т. s 
А13. sa У? ка. 

Ah. dh = ата 4-73 dq da. 

INDICACIÓN, Las coordonadas cilíndricasr, p, 2 están relacionadas 


сон las coordenadas rectangulares cartesianas x, y, z por las fórmulas 
ж == r cos p, y = r son p, z= z (fig. 169). 


Fig. 160, Fig. 170. 


475, dy? = dp? + p*d0* -|- p* sen? 0 47. 
INDIGAGION, Las coordovadas osféricas p, O, qp están relacionadas 
con las coordenadas rectangulares cartesianas z, y, 2 por las fórmulas 
озеп 0 совр, у= psonÜ onp, z= pcos0 (fig. 170). 
A76. iNDIGAGION. Emploandos las fórmulas de Fronot 


i=kn, n=—kt4xb, = xn 


y tomado en consideración que t, hallamos 


Гат, `P t= (hny = ав kb kn. 

ribiendo el vector buscado en la forma 
u= at + bn + eb 

y utilizando los datos del problema, hallamos 


ATT. 


o= xt + kb. 
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EL vector ө es la velocidad angular instantánea dol sistema de 
toferoncia do топе al movorse el punto por la linea con la velocidad 
igual a la unidad. 


ABA. К = af (a? b3) x = 0а +03). — ABS. ko 2/(1-]- 02). 


H 
486, dk ар 


yi 
(deo 
488. k= — у == 2t 4-200. 


487. k= — m 


3 4 
e TI TATI 
ADD, а= Б. 


491. Los puntos correspondientes n los valoras dol pmrámotro 


a 
tmm em dd :Е2,...). 


492. Los puntos correspondientes n los valoros dol parámetro 
t—2kn (k=0, +1, +2, .... 
494. x — áy + 2s 44 = 0. 


۸05, 


аз |=0. 


AOG. / (t) = cr + e, son t + ез 

497. n) Sen a ol vector unitario de la dirección fija. Entonces 
+! = сово (v= const), [2] 

Dorívamos la igualdad (+) con respocto a s: 


а= 9. 
Por consiguionto, kan = 0. Excluyondo el caso on quo k es 0 (roc- 


las), obtonemos 
an= 0. (+) 
Por lo tanto, las normales principales son perpendiculares a la 
ditocción fija. 


Y viceversa, si ol vector} n on el punto corriente os perpendicular 
а la dirección fija, entonces es cierta la igualdad (s). 


b) Su wponiondo quo x эё 0 y teniendo on enonta la torcora fôr- 
mula de Prenot, cbtenemes de (e 
a.b — 0, 
do dendo 
a-b = const. ө) 


ne 
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Por el contrario, difercuciamlo (***), nbtenemos (++). 
c) Diferenciande (+), obteuemos 


ка- = xab, 


de dondo 
i = (т. Қат t) = const... 


joa, Enversamonto, de la primora y de la torcora fórmulas de Fronot so 
deduce 


b 
* 


i 
3 


de donde 


x: x 
qp 0, qot b emma 


Multiplicando escalarmento por п, obteuomos an = 0. Por lo tanto, 
ли ición ( 


luego válgaso del problema 497. 
501. Sen (1, u, v) Ja dirección fija. El ángulo comprendido entre 
la tangonto n In пел y esta dirección so define por la ecuación 
кеки а--2ми--3ег% ` 
Уи: yat ABB pA C 
La condición de indopendoncia do p con respocto a £ consiste en 
ато la fracción 
(асин? -+ 2btu -|-o)* 
Seit 40919 аз 
_ Betoht 4- 12bcuot? 4-2 (20203 4- 3acv) t34- баш t-a? 
r3: бее Беа а 
no dopondo de £. Para esto os suficiente quo 
Эсма _ 2 (2btu24-3ncv) _ аз 
Даби 0, рео 0, 57 m IE ,ج س‎ 


de donde 


un=0,4=4, 2 = 33ac. 


502. INDICACION. En este caso ё.# = 0. Diferónciose esta relación 
y empléense las fórmulas do Frenot. 
505. La ecuación de las líneas se puedo escribir de la forma 


r=r() рег + Ап. (6) 
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Dado quo p' 1 т hallamos que A = const, de la condición de ca- 
rácter coplanar de los vectores p'. p^, п obtenomos 


ЕА dede) 0. 
Dividamos la última igualdad por ха: 


CDs) =e e 


do dondo 
(өө), 
Invorsamente, De ( Sustituyendo-ol válor de 

A do (as) en (+) obtonom línea buscada. 
Sogún el enunciado del problema ¿* = f. Derivando esta 

a s, oblonomos 

det 
k*n* 5 


= kn. 


Pero como ле = n, onlonces 
* 


eT m 
Luego, dorivando con respecto а s la igualdad 6% == b, obtenemos 
" 
at o 
xut Siy жп, 
de donde 
х*& (nt 


de 


Por último, comparando (+) y (++ 
cadas 


LE 
k ds* 


“VEG x кү 
soe as) - 


y 5—0 Ф, 


513. La curvatura y la torsión de Ја hélico son constantos; por 
consiguiente existe un número infinito do pares do valores de А. y p para 
Jos cuales Ak +- que = 1. A ellos Jos corresponden las hélices que están 
sobre los cilindros conxiales al dado. 

Invorsamento, supongamos quo a la línea do Bertrand С le cor- 
responden dos líneas quo tengan con Ja dada las normales principales 
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comunes. Entonces 
Aye jux m 1, 
Aka mi, ) e 


donde A, зе Az y, por lo tanto, нү Y jt. No puede sor A/As = р/а» 
pues onlonces do (e) resultaría quo A = e = E de lo Ua: 


Ao | v 0 y do las relaciones (+) obtenemos dotorminados valores 


para k y x (constantes), о son, la línea os una hóli 


a 
SM. k= TTA. 515 mx 
... 517. Lo inverso по es cierto, ya que on la expresión del vector 
r entra x. 
518. Como la distancia entre dos puntos do la linea es equivalente 
a la longitud dol arco A з entro ellos, entoncos ol probloma se roduce al 
cálculo de la distancia mínima ontro Jas roclas 
p r(9)-Fe(s) 
p =r (s+ ۵0 + e (s + ADA, 
donde e (5) es sucestyamente igual a £, m, b. 
Calculemos la distancia mínima 'por Ja fórmula 


a= Mt 6) r (0). е бз), 0 (54-43) 
(с (б) x e F A 


- HAr, 2 (з), £(54-^9) | ЕЛ Kar, t, Atl 
(xtA? VURAN 


Armas} knas O) Жаң 


Atc тА... 
de donde 


di 


E 1 
di AE ess 


dy o8 un infinitésimo de tercer orden si ку 4 0. Do un modo análogo 
hallamos que d y da son infinitésimos do primor ordon. 

520. Cunnlo el paso do la hélice cs igual а la longitud do la cit- 
cunferoncia dol cilindro. 


522. Res (et eta v He! — ety 
523. кезүн. 


526. La hélico cuyo paso cs igual al do lo hélice inicial y que está 
sobre un cilindro circular con eje 02 y radio Pla. 


Respuestas 2 


ES 


528, = == f (u) cos v, y = f (u) sen v, 2 = g (u) (fig. 171). 
529. z P SEP poss, y = (a 4 b cos ш) sen v, z= 


= b зеп н t 
= u (fig. 179.) 


2). 

530. z = ach (m cos v, y = a ch (n/a) sen v, 

531. z = a sen u cos v, у = ason u sen v, a s a (In tg (u/2) + 
4 cos u) pe 174). : 

532. Una voz escritas las ecuaciones de dos faimilins do goneratri- 
ces rectilínens y despojados de ollas z, y, z, obtendremos 

x=a(u+o) y= b(v— u), s—2uv (fig. 175). 
Las ecuaciones paramétricas do la superficie 2 = pzy son: 
zc au, у= 5 a= pw, 

533. z = f (u), y = Ф (u), з= р, 

534. z= ui и, у= Ph п, 2= v, dol cilindro hiperbólico 
(véase la fig. 1 
ditm u, z= v, del cilindro parabólico (véase la 

ig. 13. 


535, r = p (u) 4- ve. 
536. x = u + v, y = u? -- 2v, z= n? 4 3v. 
537. Las ecuaciones paramétricas de la supercicie son: 


х= сози 0, у= пи + o, z= —2v, 


зүг з үх 
(72) + (7+3) 
538. INDICACIÓN. Si la directriz está definida por lus ecuncionos 
X=X() Y-Y() 2=2(), 
entonces las ocuaciones paramétricas de la superficie cilindrica serán 
2=X (04M y= Y(t) + im 2:=2Z(0 Aa 
Bliminando do aquí À y t, obtenemos nna ccuación do Ја Тогон 
f (nz — lz, ny — mz) = 0. 
599. (nz — ls) + (ny — may! = an (ny — ma). 
540. b) Por ejemplo, z= vft, y -r3— 1, 22220; 
124—4 


de Полдо 


St. z — a = v |f (u) — al, y — b= vulp (u) ~ 0), ае 
nid =. » 

Eliminando do estas ecuaciones los parámotros u y v, obtenemos 
nme ecuación do Іа forma 


542. (b: — ey = 2p (2 — — es). 
543. E + un a a EI 
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Fig. 175. 
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544. A perteneco, B no pertonece. 
545. Un cilindro elíptico. 


546. E Lu a, una olipsojde. 


547. El paraboloido de rotación z= si pi 

548, u es la distancia entre el punto y ol vértice del cono, v es 
la longitud del arco de la línea cuyos puntos están alojados del vér- 
tico а una distancia 1. 


0 = const 
Fig. 176. 


Fig. 178. 


549. Dos familias de rectas paralelas (fig. 170). 
550. Los rayos que parten del origen de las coordenadas y una 
familia do circunferoncias concéntricas con centro on el mismo (fig; 177), 
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551. La 
segmei 
hipé 


lineas » = const son una familia do elipses confocales y 
1—1, 1] dol oje Ox; las linens n = const son una familia 
Jas confocales o intervalos| — co, 1) y [1, œf dol eje Oz 


Las genoratrices rectilíncas. 
553. n) ж == а cos (и + 0), y = a sen (и + o), 2 = bu; 


Vig. 179. 


h) xc а сөзи, y == asonu, z= bu -H v; 
e) æ =a п соз (u -+ 0), y = а sen (и 4-0), 2 = 0 (u — 9). 
55. r = p (u) -- {ш 

1 Las ocunciones de la figura 
£= a (cosu —vson u), y= а (sen u + созш), z= b {u + v). 
Nu es unn superficie, Sin embargo, sl do la figura so oxcluyon los pun- 
tos de la hélico inicial, se obtiene una superficie. 

556. Si como ojo de rotación se toma Oz, entonces las ecuaciones 
del helicoide tendrán la forma 


xc псов, y= и вено, 2 == f (u) + av, 


dondo ires la distancia | MK | entre el punto Af dol helicoido y el ojo; 
v es el ángulo do giro del plano de perfil, medido a partir del plano 
Oz; п os una constante, o sen, Ја relación entro la velocidad dol movi- 

avance y la velocidad angwlar (fig. 179). 
fT. с == n cos p, y= п вот 0, 2 = av, C8 la ecuación del heli- 
evide directo (fig. 180). z == » cos 5, y mo, z= mu + av, la 
fiol hoficoido oblicuo (fig. 181). 


u 


„ж z= а (1 — н) coso, y= а (1 — ш) sono, z= бю, os la 
n del holicoido directo. 
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559. x= п соз v, y == м sen v, == f (0). 
Го) = ао, 


se obtiene un holicoide directo. 
560. a(z? + y?) = Zazy. 


En particular, st 


Fig. 180. Fig. 181. 


561. ж = и соз v, y == и son v, z = а/соз v. 


562. rp (+e ( 2 


dondo a es el ángulo comprendido entre la normal principal de la Jinen 
y el radio de In circunferencia, que va a un punto arbitrario do la su- 
porficie dol tubo. 

565. En voz de u y v introduzcamos las nuevas variables ф y Vj 
mediante las fórmulas 


APS, 


y sustiluyamos estos valores eu la ecuación vectorial del helicoide 


p = u (cos vi -4 sen v j) + ank: 
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Haciendo 
p (0) = c (cos ti -+ sen tj) -I- atl, 
nhtenemos la ocuación iel helicoide en la forma 
1 1 
r= 00 eO. 


566. Las ccunciones de los paraboloides 


Р 
во pueden ropresentar de Ja forma 
ل‎ o 
(++) + Qr xS). 
567. Sen Ms (ту, Yg. 20) cierto punto de una suporficio de segundo 
orden f (æ, у, 2) = 0. Unn recta arbitraria quo pasa por ol punto Me: 


Уо 33. 


varta esta superficie en el punto Af cuya a-coordonada se determina 
por la ecnnción de sogundo grado 
Í (7o + n (a — 29) Yo + v (z — so), 2) = 0. 
Esta ecuación tiene, por suposición, una raíz zę do donde resulta que la 
segunda raíz, la cual-os la z-coordeuada del punto M, во expresará 
mediante una función racional de w y v, con lo que so demuestra la afir- 
mación. 
569. a) Las rectas tangentes son: 


# 


=m =A у 


los planos normalos: 
z 


U, (2 Hy 4-2 (2 — А = 0, 
b) cosas —1/V TFM. 


571. IBr--3y —42—61=0. 


572. 3r 22—4-0; 


373. ба 3у-- 2r 7: 0; 


Y2 


575. 32-129 — 2-— 18 —0; 
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576. dx руч D22-— 169.0; 


577. 3x 2g - 3: — 4 = 0; 


sen (14-37), iA (He). 
579. х cos и cos v + y cos и son v — z sen u + 

+ a (In tg (u/2)) son и = 0. 
580. za sen v — ya cos v + su — auv = 0; 


и созо  g—usonv 


a seno —acosu u 


A lo largo do la dinon u = пу las normales consorvan un ángulo 
conslanto con ol eje Os. A lo largo do la linoa y = v, las normales son 
paralelas al plano constante. 
581. 12x - 9y + 20: — 230 = 0. 
2. х + 2 -- 3 == 0. 
Las coordenadas curvilineas de los puntos se definen por las 


ecuncio 
lg uss СГУ FFT , tgv= DIA. 


$93. (R —r (s) r (s) r (з) = 0. 

El plano tangente os invariable a lo largo do la goneratriz s = sy; 
él coincido con el plano osculador de la linea r = г) para s= o. 
torn 398. La ecuación dal plano osculador зо puedo roprosentar do ls 
orma 


/' (с) (= sen c — y cos c) — w fax cos c -- ay sen c — z + / (e) == 0, 
Чо dondo se deduce que todos los planos pasan por la recta 

y= rige ах созе ay sen c — z -+ / (c) = 0. 

599. Tomomos el punto de intersocción de las normales como ori- 
gon do los radios vectores. Entonces 
ray = 0, rágr=0, 

do donde resulta que r? = const. 

Si a es ol vector director do la recta dada y el origon do los 


rodlios vectores se toma sobre osta recta, entonces los voctoros r, a y 
ður X дуг se encuentran en un mismo plano y 


гах (ду X Әу) = 0. 
Según la regla del producto vectorial doble obtenemos 
(кед г) баду) — (г-д„г) (a-0yr) = 0. 


Pero esto so puedo escribir de Forma quo el determinante funcional 
son ignal a coro 


дц, (ar) — дуг д„ (ar) = 0. 
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quí ro 


elta que entre | 
funcion 


aguitudes r? y a-r existo la dependen- 


r = f (ar), 
giendn o] eje Oz a lo largo del vector a, obtenemos 
zat | 
«que es 1а superficie de rotación. 


605. Sea 
R = r (5) + ut (9) 
la ecuación de una superficie; y г (s) 1а arista do retroceso. Tenemos 
ðR = t+ икн, ӘП = 2. 
El vector de la normal a la superficie 
N = 3R X дй = uk (n X 0) 
está orientado por la hinormal а За línea r (+) qno es 10 quo era neco- 
sario demostrar, 

606, necesipan, Sea æ el vector dol plano director ortogonal. 
Entonces ea = 0. De aquí e'-a = 0, e"-a = 0. Por consiguiento, 
ee" = 0. Si e” fuoso igual a O, entonces e” sería un voctor constante. 
Voro ee’ == 0 y e-a = 0. Entoncos e es constante y la suporficio de- 
genera on cilindro. 

SUPICIENCIA, Sea ec'e* = 0, e" y 0. Entonces el vector c = 
= (ехе')/| e' | e$ constante, ya que e” = 0. El vector e es ortogonal 
al vector constante c, о sea, es paralelo al plano constante. 

607. El oje del helicoide. 

608. La Ар mínima de la superficio. 

609. La linea inicial. 


510. Rar + x 


cial y x su torsión. 
611. Tomomos como diroctriz de Ја suporficio oblicua 
R = r (5) + ue (s) 
In línoa de garganta. Entonces t-e’ = 0. El vector de la normal a lo 
largo de la gencratriz fija es f, X eg + u (es X eo); por oso In ocun- 
ción de la superficie engendrada porjlas normales do 1а suporficio ini- 
cial puede ser oscrita en la forma 
R = ro -+ ues + o (to X е, + u (e X е0). 

Los veclores ср, fa X eg, eg X ey son mutuamente ortogonalos. Esco- 
gemos un sistema rectangular de coordonadas de modo que su origen 
se encuentre en el punto e, y las direcciones de los ejes do las coordonn- 
dns coincidan con los vectores indicados. Entonces las ocuacionos de la 
superficio obtenida serán 


zrcoau, y= аю, z= bus, 


k 


n, donde X os curvatura de la linea ini- 
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Esto es un paraboloide hierbólico. Su vértico es c punto zy, es deci 
está sobre la línon de garganta, 
612. Escribiendo las ecua 


к= 04), у=1Дб—1), =, 
Ф (0) = P (P — DNE — 1y. 


mes de la Jinen on forma paramétrica: 
obtonemos 


613. La magnitud Ф (f) tiene un segundo orden de infinitud con 
rospocto a £ y, por consiguiente, cl primer orden de tangencia. 
615, Sea dolinida la línea por las ecuaciones 


rer y=y(0, r=; 
209—200) y()—y (o) s()—2(9) 
0 (=| z (to) и (ta) 2 (ta) 
rt) 9 (to) 2" (e) 
presentando. Ins diferancias 
z(t) — z (t) w (D — # (to), z (4) — z (ta) 


por Ja fórmula de Taylor o igualando а coro on la expresión Ф ( el 
coeficiente para (t — t4)", obtenemos 


xt) wy" (te) a" (e) 
zu) w(t) orn) 
xt) atu) *# (to) 
Por lo tanto, la torsión de la línea os igual a coro. 
617, 2? + y?=4, de un cilindro circular. 

018. z 
1619, 2% y? e 22 — 2ry — 2:2 — 2yz = 0, de ип cono sin 


=0. 


620. Por ejemplo, t = С) + у = С, 049. 

621. l'or ejemplo, (x — C? -+ y? + 21 = С, Су: 0. 

622. La envolvonto cs el cilindro y? + 2 = las características 
nferoncias y? + 2" = 1, 1-— С = 0; no oxisto una arista 


son las circi 
de rolroceso. 

, 628. Para las osferas construidas sobre Ins cuerdas paralelas al 
eje Oy 


a prta, 
apat p = 

El elipsoide envuelve las esferas para las cuales | lg q | > ba, 
donde p os el parámetro de la elipse en las ecuaciones 


acoso, y= Б son р. 


Para las esferas construidas sobre las cuerdas paralelas al eje Or 


P apr А 
ати и =, (eels. 
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rbola x = a ch p, y = b sh p obtenemos: 

a) si Jas cuerdas son paralelas al ojo Oy, entonces para û > а по 
hay una envolvente, para b < a la envolvente so dolino por la ecua- 
ción 

zo neta 
a E 
Ella envuelve las esforas las є 
b) si Ins cuordas son paralolas al 
la envolvente para b + а tiono la for 
a, p 
taa 
Si b > a, ella envuelvo todas las osferas, para b < a envuelve las 
esferas рага las cuales | tg p| < b/a. Si b= a la envolvente es el 
plano y = 0 (compárese con los problemas 308, 300). 
624. La hélice 


х= рома, y 


cs | tg pI < bla; 
Ju de entonces la ecuación de 


b son a, zc ha. 
825. enm RV. 


626. 1% + y? + (2 — С)? = Cla + 1). ۴ 

INDIGACION. Las esferas son generadas por la rotación do las cir- 
eunSerencias tomadas en el plano 702 que tocan los roclas z = +az y 
tienen los centros sobro el ojo Оз. 

627. La ocuación de la familia: 


(R — p (2)? = a 
Derivando con respecto a s, obtenemos 
(А — р): = 0, 
Н — p= А рн, Md. 


А = acosa, p= ason а, 


ilo donde 


Maciondo 


obtenemos la ocuación dol discriminante en la forma 
R = p + a (b cos a + n son a). 
628. La ecuación de la familia es: 
(= — b cos p)? + (у — b sen Ф)? + 2" — а? = 0. 
La ecuación del discriminante: 
Gat bn Y — e у) = 0. 
En el caso de a > b la arista do retroceso se reduce a dos puntos 


(0, 0, 2: V а# — 19), o a un punto (0, 0, 0) зі a = b. 
629. La envolvente 


ln — RP + 2 — RH + RE — RF] = 0 
representa dos cilindros. No hay arista do retroceso (fig. 182). 
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630. El discriminanto se defino por ol sisloma de ecuaciones 
Qt — r (s))-b (5) = 0, 
(R — r (s))-21 (8) = 0. 


Las características son las tangentes a la linca dada, Ја arista de 
retroceso es la misma línea. 


22 
22 
А 

<4 7 


Fig. 182. 


631. El discriminanto se define por el sistema de conacionos 
(R — n (9)-t (s) = 0, 
Qt — r (9))-n (5) k (0) — 1 = 0. 
Las caractorísticas son paralelas a las binormales y pasan por los 
centros do curvatura de la linca. La arista de rotroceso 
1 11 
Rar tnt Lb 
so compono de los centros do las esferas osculatrices do la Hinon, 
632, E1 discriminante во defino por las ecuaciones 
(R r (9)-n (0) = 0, 
Qt — r (9) «(4 (6) 6 (8) — k (з) £ (s) = 0. 
Las características están orientadas por los vectores do Darboux 
(убаво el problema 477). La arista de retroceso 
kx 3 
Rar A 
633. La ecuación del cono con oje Ox: 
ita py а = 0. 
Damos una vuelta alrededor del еје Oy: 
(x соза + s son a)? tg! a + (—х sen a + : cos a)? -- y? 0, 
9 bion 


b. 


i? cos? a + 2* cos 20 — zz son 20 = 0. 
1501435 
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Hagamos girar esle Icono alrededor del eje Oz on wn 
(B es el parámetro de la) Ja famil 


(= son B -H y cos $)? cos? æ -+ 22 cos 2a — 
— a (z cos f + y son f) sen 2a = 0. [CI 
Derivando la igualdad (+) con respecto a fj, obtenemos 
(= sen р -F y соз 0) (= соз a cos B H- y cos a son f + z sou a) = 0. 


El plano 
y cos а cos В + y cos a son В 4- з sen a = 0 


es porpondicular al eje del cono у Liene con éste sólo un punto común. 
Eliminando f de la ecuación 


— son fi -+ y cos В = 0 


y ба la ecuación de la fi 
vente 


lia (+), obtenemos Їп ecuación de la envol- 


2 (1 cos 2a — Y FFF ys son 20) =0. 


Ahora bien, el plano z = 0 y el cono л? + y? — 2° cg! 2a = 0 
forman wma superficie envolvente. 

35. ixaminemos una de las gonoratrices roctilíneas 1 de la su- 
perticie dada о. En todos los puntos suyos el plano tangente zt a g sorá 
KI mismo. Construyamos Jas tangentes a todas las líneas de sección 0 
Р los planos paralolos en los puntos que están sobro la generatriz 1. 

Ks evidentie que todas ostas tangentes serán paralelas. Poro entonces 
las normales a estas soccionos planas en todos los puntos de la допсга- 
triz 1 también serán paralelas y, en consecuencia, so encontrarán todas 
en un mismo plano x*. Por consiguionte, la superficie sobro la cual 
están las evolutas de secciones planas es la envolvente de los planos °, 
o soa, es también desarrollahlo. 

636. 2:- a, z= —a. 

637. "r'omeinos sobre la superlicio una linea arbitraria D y cons- 
truyamos en cada punto suyo el plano tangento. Entonces la super- 
ficio so puedo considerar como envolvente do estos planos, ya que según 
el onunciado dol problema cada uno do-ollos toca la superficio dada por 
la Ипса. Por otro lado, estos planos tangentes forman una familio con 
wn paráinotro (el arco s do la linca D). Por consiguionto, solamente una 
superficio desarrollable puede ser envolvonte, o sea, Jas línoas de tan- 
gencin son rectas. 

638. Sean Mi (21, ш, 20 (t — 1, 2, , n), los puntos dados. 
Tomomos la ecuación del plano on la forma normal: 


ж cos a -+ y cos f + 2 cos y — p = 0. 
Las distancias entre el punto Af, y el plano 
di тү сова + yy cos D + si cos y — p. 
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Según el enunciado del problema 
a a a 
cosa У) 214008 В У) yi-- cos y У) u—np=b= const. 
det i=l LI 


Escribamos esta relación en la forma 

n ^ ^ 
2 E Уи Du " 
= 


“1 1 e 
cosa =i cos p Ecos y pm 


Esla condición expresa el hecho do quo el punto con las coordonadas 
а а 5 
u и Nu 
à A" à 
= 


гулы Ч n 


so encuontra а una misma distancia a partir do todos los planos do la 
familia; por consiguiente, la envolvente es una esfera con ol contro en 
ur + g'?) du* 4-f* du^. 
9. ds? == (J^ з) dul . 

640. del = R? de pud 

641, di? = (а? sen? u + с? cos? u) du? d а? созди dvi. 

642. ds = (atehtu + chch?u) dul + a'ch*udi?. 

643. ds? = (atohtu -+ c'sh?u) dul 4- a*chu del. 

044. de = (1 -+ áu) dul 4- из de. 

645. ds? = dul + Ri do, 

646, d? = g +?) dul + ut а. 

647, del = b? du? a + b сов u)? diè, 

648. ds? = ch? (u/a) du? + а? ch? (u/a) а. 

649. di? == al сід ? u du? + al soni u а. 

650. de = du? Хи + а оз. 

651. del = [1 + 1 (u)) dul + 2af' (и) du dv + (a? + u3) dua, 

652. a) Рага la suporlicio R = ғ (и) -- vt (и) engendrada por Ins 
tangentes a la línea r — r (u) 


43% == (1 + k%%) du? + 2du do + ди, 


donde k es la curvatura do la línea inicial. 
Para la superficie R= r (u) -+ vn (u) engondrada por las 
normales principales, 


de = [(1 — ku)? A svi] du? + dui, 
с) Para la superficie M = r (u) + vb (и) engendrada por las 
binormalos 
del = (1400) dul | det, 


dondo x сз la torsión de la línea r = r (u). 
653, de == (1 - p?) dal + 2pq dz dy + (1 + q) dy, donde p = 


= ды, q = ди, 
$54. En 198 casos de a), b), d). 
150 
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dI (дә) — 2F Buv (аъ 


6' = 15 (Buw Yt 22 Bou 4-6 Qu], 
ds [Ean pw" 4- Y (Pu gv! + ьн Dv”) — бд„и'диь”}, 
у 
W =r 
Par 
dondo 
Dw), 
O ACUC ۰ 


658. Jas coordenadas curvilinons expresan las longitudes de Jos 
arcos de las Jíneas de coordenadas, la red de coordenadas os de Chébi- 
show. 
059. Do la esfera: 052 = dus -}- NR? cos? 
Del toro: det dua -4- (a Fb cos (1/0)? dv 
Dol catenoide: ds? == dt (а? 4-02) dv. 
Do la sendoesfera: dete dit 4.0" 2 d. 
INDICACIÓN. i cs el parámetro natural del meridiano: — 


660. икт == аа. dû2, Suponiendo que ler, v= ach", 
obtenemos 


) dis. 


ds ee f (aiit dit). 

En 

601, соё == A 
0 Tar урау" 


663. Tomémos la primera forma cuadrática on ol aspecto 


de = dul + G (u) de. 
Entonces 
du 


РЕЯ уат (u) а ^ 


de donde 


velg a= d 
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664. Tomando la primera forma cuadrática do la esfera en el 


aspecto 
ds? == dul + R? cos? (u/R) d^, 
obtenemos 


осща= ± Intg (77-7 


666. Escribiendo la ocuación del cono en la forma r = ve (и). 
| е (и) 1 = 4, obtenemos 


tgalnv= f le" (du C. 


667. Si la ecuación de la superficio so дона en la forma indicada 
en el ren 652, obtenemos u + v == 
Escribiendo la primera forma меа са de 1а suporficio 5 
del modo 
de = (1 -{- 490%) du? 4- 24и de - de, 


obtenemos 
(san? a — А20 cos? a) du? -|- 2son? œ du dv > sen? a du? == 0. 
869. (дыр — ды) du + (дут — 2,9) dv = 0. 


v = ig n = const. 
[gs + u -+ i = Cie- (C, = const). 


672. vm. 


U—v 
673. X= 7 


o, Ye воп y, Ze—À 


donde U z2u- o, V ev. 
074. Eft — FQ + GP == 
676. (1 + ata?) y? = Су, ч + азу st 


678. In (u-- V u3--23) t v = const. 


679. u + In tg (0/2) = const. 
680. ay-|- V TT ayt = C lar V TFT 
sary 
y 
€, 
ay-- V TF aS == Ут e ) 
m 


681. а) ds? = (Bu? - v?) dut- 2uv du do + (Bv? 412) йэ; 
b) ds —2 V 23 E 1 do, ds= V Биз 3-1 du. 
ds=2 Y Задар Zu du; 
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e s=3 V Za ail. 
682. cos a == + {1 —- аЗ)/(4 -[- аз). 


68. p= o; cosest, 
58 | sh иһ]. 


686. cos a = 2/3. 


088. ds?= a? ctg? u du*-]-a? son? u 


ч. 
du 
Ed 

"n 
Yxaminomos la familia 
v = a In tg (u/2) + C. 
Bl punto M, (и, v) pertoneco a da línea 
v= —a ln tg (1/2) + Сү, 
y el punto M, (a, va) descansa sobre la línea 
v= —aln tg (u/2) + Ca, 


du? 
son? 


s=a 


a |in tg 21m tg 2 abo — vil. 


o soa, 
v, о In tg (n2) + С, v = a In tg (1/1) 4 C, 
vy = —a In tg (0/2) + Cas va = a Ìn tg (0/2) H- C; 
pues 

EA 
,سر‎ 


v; [^ 


por nsn 
sete tli 

es decir, no dependo do C. 

689. n) Tomomos las ecuaciones do la esfera en Ja forma 

z= R cos ucosv, y= Rcosuseno, 2 == R son u. 

Pongamos uno do los catetos sobro la línea u = 0 y el segundo, 
sobro la línea v= о; pongamos) uno de los vértices en el punto 
В (<= 0, v = Оуу el segundo, on e] punto А (и = B, v = o) (fig. 183). 
Entonces las поправа de los catetos resultan а = Ra, b = Rp. 
respectivamente. Para calcular с es necesario hallar la longitud del 
arco“de la línea . 

Ay+B1=0 


(sobro la suporficio de la osfera) ontre los puntos indicados. La ecua- 
ción'de la'hipolenusa en coordenadas curvilíneas es: А cos и son v + 
Bisen u == 0. Puesto quo ella pasa por el punto (u = B, v = c), 
ontoncos 
son v = k tg u, 
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dondo 
e cos udu 
TSR = 
yat j AXES ETT 


= R orcson (V TFF? sen В) =N accsen Y 1— cos? a cost f 


Fig. 183. 


do dondo 
соз (cl R) == cos a cns f = cos (0/R) cos (0/1). 


LC 
у s-m j j cos u du dv= R? fa | cos u du, 
D о 7 
de dondo 
1 (0) =orctg P, 
а а " 
seno son y do 
=. д2 1 Want | REPAS es 
S=R Jessie 4» f и 


=з (arcsen ml — arcson yi ) 
Е ута VITA!" 
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De aquí 


"E WU -keosa копал _ 

pq [ES —Ubes o 
вен (a/R) sen (e) 
MEET TIC 


Valiéndonos de la relación 


tgo 
cos B= 
uy 
obtenemos 
NET] 
атлы 
sen a sen f 


eos (4-]-H) = 


son (42 

Comparando con lo antecedente, hallamos 
s-m -i) 
S= (л+л 7). 


бш. 5= T IY 24 na- VT}. 


Г " É 
on. See mD]. 


602, S == 2a? (л == 2), donde a es cl radio do Ja esfera. 

бол. S = 290182, donde Л cs el radio de Ja сзісга. 

605. INDICACIÓN, Tómese la ecuación: dela suporficio сбојса en la 
forma r = ve (н), ronde | e (v) } = 1, y compárese su primera forma 
cuadrática con la primera forma cuadrática del plano en coordenadas 
polares 

GIG. Según se muestra en el problema 652, la primera forma 
cuadrática de tal suporficio puedo sor escrita del modo 

de = [1 + оа Qr] di + 24и dv + de, 


dondo k (u) es la curvatura do Ja linoa 1. 

armada deformar la línea 1 ein estiramiento de modo que en cada 
unt serve la curvatara. Como еп Ja expresión de no ontra 
a torsión do Ja línea, entonces 1а deformación correspondiente de Ja 
superficie engendrada' por Ins fangentos a 1a línea 1 será Та suporposi- 
Sii Фе Ja superlicio inicial sobre la deformada. Una vez que I se hu 
Divertido ed una linea plana, superponemos Ja superficio do las tan- 
gentos sobro el plano. 

$37. La primera forma cundrática dol helicoide directo 


z-ucosv YP=USNO, z> av 
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опо el aspecto 
ds? = du? + (uh 4 a?) аә. 
Supongamos quo el calonoido está engendrado por la rotación do la 


саќопагід 
z= ach (s/a), у= 0 


alrededor dol eje Oz. Las ecuaciones paramétricas do Ja catenaria se 
pueden representar en la forma 


ES ALET 
е 


а= Илай, y=0, шат " 


Fig. 184. Fig. 185. 


lo que so puede verificar por comprobación directa. Entonces las осца- 
ciones paramétricas del catenoido serán 


= V ¡pal cos v, 


у= Y wd aison v, 
uy uu 
ее, 


2=a In 


Calculando ahora Ja primera forma cuadrática dol catenoide, obte- 
nemos (*). 


unferoncia de frontora. 
nferoncias de frontera (fig. 184). 
n fronteras (fig. 185). 


704. Una zona esférica sin ci 
705, Dos segmentos esférico: 
706. Un círculo máximo. 
707. Una mitad del círculo máximo sin "mos. 

708. Dos arcos simétricos del círculo máximo. 

709. Dos paralelas (si 1а norma! se orienta fuera del cono). 
710. Una esfera sin dos puntos di opuestos. 
711. Una esfera con ol circulo n i 
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712. Una esfera tomada dos veces; si el eje del toro se representa 
vorlicalmonto, entonces J S разна superior o inferior del mismo 
so aplican a los polos do 1а 

713. Un cuarto del 


Árculo máximo tomado dos veces sin un 


714. Una semiesfera sin polo, tomada un nümero infinito do 


т) du? + [g' do). 
17. Фа =N (dul cos? udv?). 

jc 
vamus pSugu е boost u do). 
—ac 


аван сс n 

Par мечен sh? u def), 
eh Fes i 

тм. a 4 


= TS 
722, q— td. 


TS m= (dn? — chè? и доз). 


123. qe 


ku d 
VIE 
724. qu b du? -p cos u (a 4-b cos и) dut, 


725. qe -4 (dut — atdot). 


726. que — a ctg n (dul — sen? и du). 
La du du 


TV. qq 


эл 
„ дах! 4х*-\-2д»у] dz ду- дуу! dy? 
VIF OF oy 
Dol enunciado del problema 
| = 0, дар = 0, дуу = 0. 
La solución general do este sistema es: 
1= az + bye 


729. que 


79. p= — ar W Had, 
Кыркесолак = — al(u® tat), Enju=const = а/(и® +03). 
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731. Si la ecuación de Ja suporficio so toma en la forma indicada 
en el problema 554, ontonces 


ki = 0, k, = «luk, 
donde k y x son, respectivamonto, la curvatura y la torsión do la linoa 
dada, 
732. k, = afb, ka = alet. 


du _ ; 
тэз, d y we 


735. k=V3/0 k--—Y39. 
236. ki=1/p, ki=1/0, 


зав: по 
V Tw? [(1 4-и) du? -j dv?) 


0) kg es Au, 

c) kn e 1/21 Y 5. 

739. а) f 4/2 Y 5, e 0; 
0) 2—2=0, 2—1=0; 


= da کچ‎ 


y donde uz, vez; 


y=0 


9) k=2/9 V 3. 
740, a) 422 4- 002 — 1; 
A 
741. INDICACION. Escribamos la fórmula de Euler on Ја forma 
AIMAR RR 
rn^ RAD. ШЫ ТР (++ 
dondo 1/R,, 1/Rt, son las cnrvaturas principales, i = 1, 2, ..., п. 
742. Una ostora. 
744. Suporficios desarrollablos. 
746. 1) Para la superficie engendrada por la rotación de In linca 
mcm / (u), y = 0, == g (u) alrededor del oje Oz, 
gum 
ES ° 
2) Para la esfera K = 1/R?. 
3) Para cl elipsoido de rotación 


K=-— zl 
= (a? созт u 4-сі son? и)’ 


4) Para ol hiperboloide de rotación do una hoja 


e 


& = E rm 
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5) Para ol hiporboloido de rotación do dos hojas 
5 
x= Сат сй ue su? uj * 


б) Para ol paraboloido do rotación 
4 


7) Para cl ci 


8) Para ol cono circular 


9) Para el toro 


E cos n. 
TES 


10) Para el entonoido 
K=- 


11) Para Ja seudocsfera 


1 
K-—. 


747. Uno do los radios principales de curvatura do la superficio 


es igual al radio de curvatura de la parábola y! = 2pz: 


n= (E). 


El segundo radio principal de curvatura os igual al segmonto quo 


va de la normal do la parábola a la directriz: 


2 
ned (1+2) 3 
De esto modo, Util = 2al, 


748, K= — ee (Puu In A- op In A) (убаво el problema 600). 


mo. ке Уб 5. к 
vo 
а yy 
751. gem (oz) Я 
753. 
OxxF Oxy Qy,F Әх? 
тИ E Aya" yy? ¿yal yF 
CIFRA IPRC TP | 2, AyF д„Ё o, |" 
a.F ӘР дР 0 
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754. К = he. 1 Т 
755. Si la superlicio de las normales principales está Welinida 
por la ecuación 


p =r (s) + vn (s), 


entonces 
Kem к ж 
APRA 


donde Je y ж son, respectivamente, la curvatura y la torsión do la línea 
r= r (s). 

Si 1а superficie de las binormales está definida por la ecuación 

p =r (s) v5 (s), 

entonces 

уз 
AF 
donde x es la torsión do Ja linea r = r (s). 

56 Cms Қа? -|- u3), la curvatura total es constante 


К=— 


Ro TP 


UFFA ' 
londo р 052, q= дуз, r=: ðxxt, к= Oxy, t= друг. 
758. 
K pt " 


- = £ 
AE AAA 


359. И = —1/2a." 

761. 1 ojo del toro es vertical, ontoncos las paralelas suporior 
e inferior del mismo se componen do puntos parabólicos; estas рагајо- 
Јаз scparán la parto, oxtorior del toro, constituida por puntos elipti- 
cos, de su parta interior compuesta por puntos hipesbólicos. 

762. Todos los puntos de la suporficie son olípticos (fig. 186). 

763. Los vórtices de la sinusoide describen líneas compuestas do 
[но parabólicos; los puntos do infloxión do la sinusoide describen 
líneas quo no pertonecen a la superficio. Ambas familias de líneas indi- 
cadas dividen toda_la_superficio en zonas, con curvatura tolal do 
igual signo, dos zonas contiguas (por arriba о por abajo) tienen cur- 
vaturas do signos dilerontes (fig. 187). 

764, El punto z = t, y = а = 0 es singular y divide la superfi- 
cio on dos partes: para z > 1 los puntos de supe: son elípticos 
y рага = < 1, son hiperbólicos (fig. 188). 

765. Todos los puntos de la superficie son hiperbólicos (fig. 189). 

766. Si el producto AB > 0, entonces todos los puntos de la 
superficie son hiperbólicos (fig. 190); si AB < 0, sobro la superficio 
pueden tenerse ¡puntos de los tros tipos (fig. 191). 

767. Elipticos. 768. Hiperbólicos. 

769, 770. Elipticos. 

771. Hiperbólicos. 


Respuestas 


Fig. 180. 


Fig. 187. 


Fig. 188. 
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. Parabólicos. 
76. "J" < 0, Jos puntos son clípticos si f'/” > 0, son hiper- 
bólicos si /'/* = 0, son parabólicos. 


Fig. 189. 
778. La nocesidad es evidente. Demostromos la suficioncia. Sea 
L-—OAM MA N=). 


Sustituimos los valores de los cocficiontosde las formas cuadrá- 
саз: 


—0y Or = Mr, Ium Apr = Mr, 


(my Ar) та = 0, (my E Ат) 0. 
Adjuntando aquí Ја igualdad 
(m, + Ary) -т = 


o bien 


obtonomos 
my 4 Ar, = 0. 
pe un modo análogo se demuestra la igualdad a cero del vector 
m, EC 
d м m, = —) m, = Ау. [2] 


Derivando la primera ecuación con respecto а v y 1а segunda 
con respecto a и, obtenemos 


Muy = Aru — Mugs Mou = yg Аа 
do dondo 
A'u — Auro = 0. 
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Fig. 190. 


Fig. 191. 
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Si por lo menos una do las magnitudes А.А, fuesc distinta do 
сого, los vectores гы yr, resultarían colinenles lo quees imposiblo. Exclu- 
yendo este caso, obtenemos А = const. Integramos las ecuaciones (+): 
1 


= tro obien(r— nur 


(una esfera}. 

780. Construimos Ja ovoluta de cualquier moridiano y hallnmos 
los puntos Ру, Pz, . . ., do su oncuontro con el eje de rotación. scan 
Му, Му, . . . los puntos de la evolvento (del meridiano) que les corres- 
ponden. Entonces las paralelas quo pasan por estos puntos so componen 
de puntos de redondeo, 

781. Las paralelas descritas por los vértices de la sinusoido y 
solamento ollas (véanso los problemas 780 y 389). 

782. Dos puntos, o sea, los puntos de encuentro del elipsoide con 
ol eje do rotación. 

783. El vértice dol paraboloide. 

784. En el paraboloido 


at ГЫ 
2-2 »>9>0 
FE poa 


hay dus puntos de redondeo: 


Ara @, ж VE, MA 
785. En ol elipsoide 
E 
wow 
hay cuatro puntos de redondeo: 


DIDA 


786. En ol hiperboloido de dos hojas 


» r on 
i tirei >> 


V DET 
789. Por ejomplo, la енше engondrada рог Ja rotación do la 
= 24 alrededor del ojo Oy. 
790. Por ejemplo, sobre el cilindro y = z' el eje Оз se compone 
de puntos de aplanniniento. 

791. Válgase del problema 729. 

792. M du -- N dv= 0, Ldu 4 M du == 0. 

793. LR — MQ 4- NP — 0. 


т. (1 E м7.) (ме 


1601425 


amb, 


hay cuatro puntos de redondoo 


N 22) do—0. 
u 
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т 
. b(t, O, —1). 
(LB — MA) du + (MU — NA) dv = 0. 

. v= arelg u l- C. 

. Al tomar las ecuaciones do la scudoesfora en la forma z = 
= а son arcos o, y = o sen и sen o, z= а ln lg (u/2) + а сози, oble- 
"emos 


In tg (u/2) + v — C. 
Si se introducen los parámetros nuevos 

w = dn tg (u/2) + v, 

v = In tg (0/2) — v, 


entonces la red de coordon; 
primera forma cuadrática 
806, Si partimos de 


s será asintótica y los cocficientes de la 
¡sitos del problema 657. 


x= (Uco gm fummo, zm р (а) 


de la superficie de rotación, ebtenemos 
(q — Fat) du? + Је do = 0. 
807, u 2. v = сопзі. 
ВОВ. Si se toma la ecuación del toro en la forma 
v, y= (a + b cos n) son v, 
b sen и, 


x= (о -|- b cos и) cos 
z 


entonces la ecuación diferencial de las líneas asinlólicas será 
b du? -|- cos и (a 4 b cos н) dv? == 0. 


ral 


e | 


para 1/2 < и < дл/2. 

Ys ovidenle quo las lineas u = 1/2, n = 3/2 son también las 
soluciones de la ecuación diferencial (sus soluciones singulares). Bn- 
vuelven las familias do las lineas asinlólicas situadas sobre la parto 
interior do ln superficio dol toro (fig. 192). А 

809. Las generatrices rectilíneas y sus trayectorias ortogonales, 
о sca, las hélices. 

810. Las gencratrices rectilíneas. 

811. La ecuación do la superficie tions la forma Pa — y? = 0. 
La ecuación diferencial de las líneas asintóticas es: 


а di? —- Злу dz dy + a dh = 0, 


Tiene la solución 


Vidu 


соз и (a-]- b cos u) 


0 bien 
(z dy — y dz) (2y dz — x dy) = 0. 
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Por consiguiente, existen dos familias de lineas asintóticas: 
Dum e, z= ер 
2) y = cth, c: 


814. Si Кү + ka = 0, ontonces do la fórmula do Euler resulta que 


cos" — sontp = 0, 


Fig. 192. 


dondo g os ol ángulo formado por Jas direcciones nsintáticn y principal. 
Do aquí so deduce quo Ф = -Ел/4, оз decir, entro las dirocciones asin- 
tóticas el ángulo es igual a 7/2. 

817. Tomemos la red de las linens asinlóticas da la suporficio 
dada como rod do coordonadas. Entonces L = 0, N == 0. Para quo 
Ја red correspondionte sobro la suporlicio paralela también se com 
& de línens asintóticas debe cumplirse la condición L* == 0, N* = 


Puesto que 
bi L* = aKE + (1 — 2011) L, 


N* = aKG + (1 — 2al) N, 


entonces para К че 0 los cocficientos L*, №» no son iguales a cero, quo 
es 10 que demuestra lo exigido eu ol problema. 

Las generatrices rectilineas y sus trayectorias ortogonales, 
quo son secciones planas. 

. Las generatrices rectilineas y las linoas de intorsección do 
osforas do radio arbitrario con centro en ol vérlico de la superlicio cô- 
nica, con la superficie cónica. 

822. Los Ё lelos y meridianos. 

823. Las líneas do coordo x 

824. Las genoratrices roctilineas y sus trayectorias ortogonales, 
825. Si la ecuación dol helicoide se toma on la forma 


z= uc» y-usev 2= av, 
entonces la ecuación diferencial de las líneas de curvatura os 
(а? + u?) de? — du? = 0, 


zk ln (u4 V Fa?) 4-с. 


de dondo 


10» 
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826. 


así como las secciones del paraboloide cliptico por Jos planos 2 = 0 o 


1. He (8) 4 Rm (8), dondo k = 1/R, es la curvatura 
principal a lo largo de Ja linca dada. Así, pues, la envolvente de las 
normales de la superficie a lo largo de la línea do curvatura se compone 
de los centros do Ja curvatura principal. Su plano osculador coincide 
ton el plano do In sección normal do la linca do curvatura en el punto 
correspondiente. 

834. "Tomemos la red ortogonal sobre Ја suporficio dada como rod 
de coordenadas. Entonces F = 0. Para Ја red ortogonal corrospondien- 
lo sobre Ja superficie paralela deho sor F* == 0. 

Tomemos las ecuaciones ilo Jas superficies en examen en Ja Sosa 


rear (u, v y rers v) -+ am (u, o). 
= 2a (aH — 1) M, 
de donde resulta que F* = 0 ол dos casos: a) M = 0; ontoncos la 
red ortogonal sobro 1а superficie dada ost constituida por Ins líneas 
de curvatura; b) а = 4/11; entonces la superficie dada tiene una curva- 
tura media constante y a cualquier red ortogonal sobro la misma Je 
corresponderá también una rod ortogonal. - 

805. Esto es posible solamente para un elipsoide de rotación, 


lances 


845. Supongamos quo las genoratricos roctilíncas son paralelas al 
eje Oz. Entonces Ja ecuación do la smporficio so puede tomar on la 
forma 


r = f (v) i -|- o 0 ¿A vk, 


dondo и la consideramos como parámetro natural do la linea diroctri 
Buscaromos la ecuación do la geodésica on la forma 


v= v(u). (9) 
Nen Хо = Ф Рў, dr = (f'i 4- q'j de v'k) du, 
dr (i dj + vk) dae 
y In ecuación para detorminar las lineas geodésicas será 


Entonces 


gafo 
r т> 
rer 


o hien 
e Ja — (rt M P1) = 0. 
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Poro p’? +- /? = 1; por lo tanto 
9'o* E fft 2 y=. 


Ahora bien, v” = 0; por lo tanto, v = сүн + е. La ccuación vectorial 
do la familia de Jíncas geodésicas será 


r= f (u) it т (б j + (аи + ea) k 


dr 


du 


Cu is а 6 
cos 0 = cos (Сы, EVA VA 
du 


Por consiguiente, las geodésicas halladas son hélices goneraliza- 


de donde 


das. 
Además, las geodésicas son las generatrices roclilíneas, Estas han 
quedado fuera do la solución goneral, ya que зиз ecuaciones no so 
pueden representar en la forma (+). 

Como por cada punto de la superficio cilindrica pasa bien una 
hólice genornlizada, o bion wna goneratriz rectilínea, entonces cada 
mna do estas línoas es geodésica. 

ЗИВ. Los círculos máximos de la eslora. 

852. Véanse los problemas 477, 632, 851. 


ym-n lul 
856. qe LEGAL, 857. kp ur 
858. калае аруу ГАРУ 


863. Tomemos Ins ecuaciones del holicoido directo en la forma 
z= исозо, y= usonv, z= av. 


Ohservomos, ante todo, que las líncas goodésicas son generatricos 
rectilinens, o sea, las lineas v = const. Suponiendo ahora quo dv s^ O, 
obtenemos la ecuación diferencial do las líneas geodésicas 


2u ( du y ны 
di афи \ Чә] 077 

Para resolvor la ecuación introduzcamos nuevas variables supo- 
niendo que w es una variable independiento y p = función do 


u. Entonces la ocuación tomará la forma 
dp 2u 
Pap ا‎ 0. 
Suponiendo que z — p3, obtenemos 


de 4и 


du apua tumo. 
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La solución general de esta ecuación es 
t 
к= (at-on (с, ape) % 


de donde 


— FR % 
(t Y сат 


864. "Tomemos la primera forma cuadrática de In scudoesfera on 
el aspecto 
052 ==. 


det dy? 
q 


(véase el problema 660). Entoncos las ecuaciones diferenciales de las 
geodésicas serán 


+A 


A oste sistema lo satisfacen las líneas z = coust, 
Si Tae const, osto sistema se puede sustituir por la ecuación 

dy A (4у\?, 1 

а (zx) ty 
enya solución general os 

(к — 0M 4-5 = СЇ. 
805. 19vIcación. Considerando a Jo largo de la geod 
do'u, obtenemos la conaci 
s de Ia superficie de Liouville 
й» _ di (doi, de (de y? dí do y de 

29 gar = u Gc) {ес жуш 


Jésica v сото 
ún diferencial de las lineas geodési- 


o bion 
Py q) виза (d) = (du? -4 di?) (dq du? — df di), 
do dondo 


таи f dv? 
a( аи 4. dy? 


Integrando esta relación, obtonemos las ecuaciones buscadas. 
00, INDICACIÓN. Comprobar primeramente quo 
p cos = ert, 
donde c es el vector unitario orientado por cl eje de rotación; ғ es radio 
Vector dol punto corriente do la goodésica que se leo a partir del ori- 
n. O elegido sobre ol eje do rotación; t es el vector tangonto unitario 


fo Ja geodósica. Comprobar luego que 1а diferencial del producto obte- 
mido mixto es igual a сето. El teorema recíproco no es сісгіо, ya quo a 
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lo largo de cualquier paralela la relación indicada se cumple, pero, sin 
embargo, no toda paralela es una geodésica. 

67. Sea rq el radio del paralelo más ancho £ del elipsoido do 
rotación y sen Af, un punto sobro csto paralolo. Examinemos la geo- 
désica quo pasa por el punto M, bajo el ángulo jt, = 0 respecto al 
paralelo Z. Según el teorema de Clairaut а lo largo do esta goodésica 


p cos it = ro; 
do aquí so deduce que 
per совр = 1. 


De oste modo, p = 0 y Ja goodésica coincido con el paralelo 7. 

Tomemos ahora là geodésien, que corta ol paralelo en wn ángulo 
recto, o вов, tg = 1/2. Según el teorema do Claíreut p cos p =0; por 
consiguiente, jt == 2/2 y la geodésica coincido con ol meridiano. 

Supongamos ahora quo 0 < Min < 5/2. Designemos ro cos ну = 
= Со, obtendremos que а Jo largo de la gendésica p cos j =: Cp. Do 
aquí resulta qno elin corta todos los paralelos de elipsoide con radios 
P < Ca en un ángulo no nulo y, tocando el paralelo con radio p = Ca 
sogrosa al paralolo Z (fig. 193). , 

8, Sea ro cl radio del paralelo más estreclio Lo del hiperboloíde 
do rotación do tma hoja y вол M, un punto que está sobre cl paralelo 
L, distinto do Zo. . 

Es evidonto que para las grodésiens que pasan por el punto Af, la 
constante C en el teorema de Clairaut puedo tomar los valores dentro 
de los límites de 0 < С < гү, dondo r, es ol radio del paralelo Z,. 
Si С < ra, entonces la geodésica corta todos los paralelos de la supor- 
ficie baje un ángulo no nulo. 

Para C > ro toda linen goodésica so situará en la parto de Ја 
superficie que ostá acotada por el paralelo /, de radio С y, sonticno el 
punto M, y cortará todos los paralelos do esta parte de la superfício, 
salvo L. Si C > rg, In gomlésica toca:el parnlolo L; si C = ro, In geo- 
désica se aproxima infinitamente al paralelo Z, dando en este caso un 
número infinito de vueltas sobro İn superlicio (fig. 194). 

869. Sean ra y r, los radios de los paralelos más estrecho y más 
ancho, respectivamente. La constanto C en el toorema do Clairaut 
puede tomar los valores dentro de los límites 0 < C < гү. Las geodé- 
sicas dol toro son todos los meridianos (para C = 0), cl paralelo más 
estrecho (para С = ra) y el más ancho (para € = n). Si C no es igual 
a los valores indicados, la pones oscila entre dos paralelos de radio 
C lo mismo quo una sinusoido. Por último, sobre el toro existen geodé- 
sicas (para С = rj) que se dovanan en el toro, acercándoso infinita- 
mento al paralelo más estrecho por ambos lados y dando un nümoro 
in do vueltas (fig. 195). 

870. INDICACIÓN. Válgase do un 
donadas. 

871. Las condiciones de ortonormalidad del sistema de referen- 
cia tienen la forma 


stema semigeodésico de coor- 


isitzj, 
Озі. 


epej— bu 
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Derivando estas igualdades y empleando las fórmulas (2) dol 
$ 18, oblenemos 
derey -+ ey-dej = 0, 
3 


E 2 
У) өѓеһ-еу-- Y) ajer-en 0, 
hat kal 


3 3 
У of 3) eju =0 
© a 


oj+oj=0. 
872. Сото M es el radio vector de un punto de la superficie, 
d M pertenece al plano tangente y por eso es una combinación lineal 
do los vectores ej у es. 
873. La función vectorial сз dotormina la aplicación esfóricn do la 
suporficio, por oso des (Ж) = „4 (0), « 4 cs ol operador p 
Para el vector J que Lieno la dirección principal, .4 (h) 
es tangente a la línea de curvatura y, entonces 


des (в) == 04 fer) eio (e e, 


será colincal а e, es decir EIU = 0 en los puntos do Ја línea y. 

874. Puesto que M es ol radio vector de un punto de la superficie. 
Ja función vectorial Af será la transformación idéntica de la suporficio 
y dM (h) = h para todo vector tangente Л. En particular, 

4 M (ej) = w (e) e + ©? (e) es = сү, 
ФМ (ea) = o (ea) ey + 0% (ea) ез = су. 

875. Como los vectores сү, son wmilarios y |ды" = VWF, 
lyri == V G, entonces del enunciado del problema obtendremos 
dur Fey, Oor = V Сез. Luego 
o= fidu + fs du, f= ot (dur), -Ja = o (dur), 

wt (ur) = w (V е) = V Zo! te) Y 
wt (Apr) e o! (V Toy) = V бш! (е) =0. 

Por eso o! = V E du. Lo mismo para ja forma «2. 

876. Para las 1-formas wt, w* las expresiones requeridas so obtu- 
vieron on el problema 875. Para w} == A du + p dv del problema 874 
resulta que p = 0. Designando А = p, V E, obtonomos ө] = pm у E du. 
Análogamonte, ө? = p,V G dv. e 

Para la forma of = fdu + gdo designemos f = ту E, g = 


= пуб. 
77. Examinemos cierto sistema ortonormalizado de referencia 
(Mo, ef, e$, e3) 
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can el origen en el punto Af. Si el sistema (4) del $ 18 es completamon- 
te integrable, existe la solución única 


M= Màu, o), e= er (n, v) 
que satisface las condiciones iniciales 
M (to, Va) = Mo, ci (to, Vo) = of. 
Geométricamente esto quiero decir que existo una superficie con cada 
punto de la cual está relacionando el sistema ortonormalizado de ro- 
joroncia (M, е, es €). 
878. Scan cumplidas las condiciones (3), entonces 


do = (ди (5 Y 6) — д» (т. V E) du A do, 


o1 A өй= — p, V E p, VF du A dv; 

por eso de las condiciones (5) se deduce que del = w? A оз 
logo para las demás formas y para Ja afirmación contraria. 

BB. La curvatura normal de la linea y definida por Jas ecuaciones 
interiores w == и (s), v = v (s) se halla por ]n fórmula 
тз (у) РЕ (Y pG (o! 
wm o Е(шу ЕС (ә 

Si y es la Jínea do coordenadas v == 0, entonces v' к= 0 ky = ру. 
Es análogo para la segunda línea de coordenadas. 

882. E] desplazamiento de un punto con radio vector F = M J- 
+ Ae, quo pertenece a la года Me, es igual a 


4 UM 4-Xey) = (Y E dut da) e,4- 


"VG as Aln VE du а V Са) e v V E du ex. 
Cuando ol punto M se desplaza por Ja primera Маса de coordenadas 


canst, entonces 2, f = V Ge; y el punto so desplaza por la 
de relrocoso, es decir ol vector д, (M + Xe) es colinenl al 
vector ey, de donde 


O6, (M + №) = де, d + Ада 0. 


De wn modo análogo obtendremos 1 — A, == 0, 
883, Sea h el vector tangento único de una curva en una superfi- 
cio. Entonces 


Es aná- 


ка == 


h= cos qe, -- sen qe, = Ma + M ды, 


соз? Ф sent p 
PiE — E + p6 
kn (n= o ے‎ —ÀÀ— ج‎ =p, cos? p + pasen? Q. 
NO) SED EE 
m E 


$84. Escojamos en un pinto M del plano tangente a la superficie, 
el sistema rectangular do coordevadas cartesianas (M, ej, с), y a las 
coordénadas de un punto arbitrario en este sistema las dosignamos z 
e y. Si q es el ángulo comprendido entro la primera Jínoa de coordona- 
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das y una sección normal arbitraria, ontouces, do la definición de la 
indicatriz de Dupin, resulta quo 


соз p sen Фф 
== HL, y, 
[Ат] Y ТЕА ї 
Entonces, do la fórmula de Euler 
kn = pi costo + p, sont 


раз? + pa? = kd 
885. INDICACION. La fórmula so deduco do las primeras tres 
ecuaciones dol sistema (5) del $ 18. 
desplazarso por la Jii 


obtendremos 


a nsintótica 


eg M = pE du? + руб do = 0. 
raciones (2) y (3) dol $ 18 y do la fórmula A 
K dA? + de 


Por eso, do las 
resulta ' que. 


Pina 


do donde 
de, үг 
+ ( 382. )* =o. 
£+ (7) =0 
Como a la Jargo de la línea asintótica el vector binormal & coincido 
con ol vector es, entonces 
des 


Ll n. 
T xn. 


ше, K ox = 0. 
as expresiones indicadas se obtienen do Jas fórmulas (2) y 
(3) del $ 18 y 


Por con: 
887. 
ам ам 

ka (es жа) 


888, Dol problema 878 tenemos de = оў A c Jas fór- 
mulas (3) del $ 18 ium АН Ж ss 


dof == — pipa V EG du A do, o Aet y. 
de donde 


du A dv, 
do] = —ko! A wi. 


889. Examinomos sobre la superficie los vectores а = абе, 
b 


= be. 
Al trasladarlos en paralelo por la superficie tenemos 
da-a ejes db=bo]en 
d (a-b)= da- b -I-a -db = (aPoe;) 5®- e + aes (Бойе). 


Como ез-са = 0, entonces d (a-b) = 0 Y, Por consiguiente, el 
producto escalar de los vectores, al trasladarlos en paralelo, se con- 
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serva. Y por eso so conservan también las longitudes de los vectores 
y los ángulos comprendidos entro ollos. 
801. Dorivando la rolación Е-е, = cos p, hallamos 


— sen pdp = dẹ e, -- Ede, == a" ese, -- 5 de; —E-de,. 

Si en Tunt de E se toman otros vectores trasladables a lo largo 
de ta linea dada, entonces Jos ángulos p formados por ellos con el 
vector E se distinguirán unos de otros en un valor constante, a que 
los ángulos comprendidos entro los vectores so conservan al trasladar a 
éstos en paralelo. Por lo tanto, dq, para cualquier vector que se tras- 
lada en paralelo, tendrá un mismo valor. Al escoger en calidad de E 
el vector ез, oblonemos 


ре ебе = wf = т VE du-4- 9, Y Gav. 


892. De la fórmula (6) del $18 tenemos 


Apc sen VE dudar Vdo), 
1. 
por la fórmula 


a ӘР 
4 P dz--Q dy = ЭЧ | didn, 
F, д: Г] 

promo (EE 
utilizando (5) del $18, hallamos 

ap f È K VEG dn dv. 

y 

Puesto quo 


K=p Pa, do=W EG dudo, 


a= | | као, 
5 


el vector unitario de la tangente al contorno L en ol 


entonces 


893. Scan 24 
de 


punto A; s la longitud del arco de la línea L; a el voctor unitario on la 


suporficio que recorro on paralelo el contorno С. En esto caso 
copa dÊ, da — "oio, . 


De aquí 


— bon don a. бра ds. 
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Supongamos que en ciorto punto A, del contorno 1 


Vntonces, 


a bien 
d = deg di. 
Una vez quo el punto A ha recorrido por completo la frontera Z, 
ol voctor 24. girará a partir de la posición inicial A en un ángulo de 
2n; ol ángulo de giro del vector a respecto al vector 4. sori 


ds 
Qd. 
L 


^ч 


Por consigniento, 


Ap + Аар = 2r. 
воо. болаленайь T t 


eec kg ds 2n 


$ $ Кас = 2л. 


р 


Poro esta igualdad no puedo охівізг, si on todos los puntos do la 
superficie K < 0 


97. Sobre el plano хОу so proyecta Ja región intorior de la clipso 
232 -|- Зу? — 2xy — Ах +- 18y — 16 = 0, z= 0; 
sobre ol plano yOz se proyecta la región interior do la elipso 
5y? + B8 + 32y — 322 — 4 = 0, z= 0; 
sobre o] plano 202 so proyecta la región interior de la elipse 
235% 4- 5427 + 181 — 216: — 324 = 0, у= 0. 


900. Mostromos que cada wna do las lineas asintóticas I cs recta. 

Supongamos lo contrario. Las normales a la suporlicio n lo largo de la 

linea t son poralelas al plano fijo, por eso m-e = 0, donde e os un 

vector constante, Como sobre la línca asintótica el vector do la binormal 

b= dm, entonces b.e = 0. Dorivando esta igualdad, obtenomos 
ana = 0. 


contrario b = т es un veclor constante у 
са asintótica será wn punto. Y bien, 


b.e п.е= 0; 


para kg = 0 rosulla que 


Pero x # 0, ya quo en є; 
Ja imagon esférica do la 
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por consiguiente, £ = e, de donde 
dt 
mne y k=O 


contrariamente a lo supuesto. Así, Ja superficie S es reglada, Ella no 
puedo ser desarrollahle, ya que сп este caso la imagen esférica do la 
inca asintótica es un puoto. 

үе!" Si Jas consciones do ln superficie de rotación se cscrihen on la 
forma 


x= p (u) coso, y= p (u) son v, 


LU 
entonces la anulación do la curvatura media da 
1+ g? — фф" = 0. 
Efectnemos la sustitución de Ins variables tomando como función 
mova p = D y a p como nueva variable independiente. Entonces, 


ди 
А 4р ү 9.21 
tet qm = d (ln (%-- p). 


de donde 


“po d p 
Pasando n Jas variables iniciales, obtenemos 
— — 
Vapi 
(deum y (u) = a, fu = alll 4 um. 
Integrando osta оспасібп, nos queda, 
J (u) + b = 2 + b = а arctg u. 


Por consiguionto, 


du, 


24b Y th 
E a a 


«=н, 
Esta os la ecuación implícita del holicoide directo 


z^ cosU, y= sono, 1=a0—b. 


904 Loscoeficiontes do la primora y la segunda formas cuadráticas 
de las superficies 5 y S* están vinculados por las rolaciones 


E* = (1 — aK) E 4- 2a (alf — 1) L, 
F* з= (1 — a*K) F + 2a (aH — 1) M, 
G* = (1 — aK) G + 2a (all — 1) N, 
L* = «КЕ + (1 — 2011) L, 


Respuestas 255 


M* = aKF + (1 — 2aH) M, 


N* акс + (1 — 2aJI) N. 
De aquí nbtenemos las expresiones buscadas: 
Кг K e aK 
$ 1—2aH-Fa*K > CANE OK? 


905. Sustituyendo a 
Ke 


1/2JI en la fórmula 
K 


Тай ek 
oblonemos 
K* == 41? = const. 


906. Supongamos que en la superficie 5 las líneas de las coordo- 
nadas coinciden con las de curvatura. Utilizando el operador prin- 
cipal, obtenemos 


Wem (1 — ak) rus rim (1 — aka) ry. 


Por lo tanto, Ios conficientes do las primeras formas cundrál 
do las superficies 5 y S* están enlazados por las relaciones 


ES = (1 — ak E, б* = (1 — а), Pte =, 
Do aquí 


do* = (1 — ak) (t — aka) do 


dodo" mò kitkaa stk 
Um TEE = lim (Tee as) epum и. 

907. Sen S la suporlicio mínima y soa S* una superficie paralela 
a ésta, además, la distancia entre ollas medida por Ја normal es igual 
а a. Según so deduce del problema 906, los elementos correspondicntos 
de las superficies $* y 5 ostán onlazados por la relación 

do? = (1 + aK) do, 

donde X os la curvatura total de la superficie $. Por consignionte 


Jj dor |0) о-о? Wy Kao. 


Como sobre Ja superficie mínima Ж < 0, entonces 


IEEE 


D 


910. Para que las rectas tengan una envolvente (оз decir, engen- 
dren una superficio desarrollablé), hay que hacer 
^ 
pet E, егей. 
La figura constituida por las aristas de retroceso se determina por 
la conación 
9 (zz — y} — 429 = 0. 
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Las оспасіопез de las aristas de retroceso son: 


e а 
жее, ве 0р9 эе! 


La línea do intersección con el plano хОу es: 
8 (z — <P — Ii = 0. 
911. Tomemos el ejo del cilindro como eje Oz y el Ox lo situamos 


n el plano secante. Entonces Jas ecuaciones del cilindro tend: la 
jorma 


z= а COS f, y= asenti, з= иц 
y Jn ecuación del plano socante sorá 


= Ay. 


Cortemos ol (го por la genoratriz que interseca al ojo Ox y 
cotoqnómoslo sabro ol plano x73. Puosto que después do la swporposi- 
ón el papel do abscisa lo desempoñarú la longitud dol do la 
n perpendicular dol cilindro s = at, entonces, la ecuación do Ia 
linea buscada se 


z= аА son (Ма), 
, una sinusoido. 
912. Supongamos que el plano û que pasa por Ja recta d сол la 
esfera por la uferencia y. Examinemos el cono circular que Loca 
Ja esfora a lo largo de y. Sus goneratrices tocan las trayectorias ortogo- 
nales de la circunferencia. Pero los vértices do todos esos conos se 
encuentran sobre la recta d', polar a d. Por lo tanto, Јаз trayectorias 
ortogonales során cironnferencias formadas por la intersocción do lo 
esfera con el haz de Jos planos que pasan por 4". 

913. La ecunción general del movimiento del punto por la super- 
ficio Мемо 1а fori 


m ev FJ-Rm —p Ut, 
donde. F es la fuerza externa, ез la reacción normal de la superficie, 
i es cl coeficiente do rozamiento, £ es el voctor unitario do la tangonte 
To Ja trayectoria y m os ol vector unitario de la normal a la superlicio. 


Como 
cu 


entoncos, cuando F = 0, la ecuación do movim 
dis ds y? de 
e) ome 
Multiplicándola escalarmente por £ X ut, obtenemos 
de dr 


nto tomará la forma 


tm 


es decir, el punto so mueve por la línea gendésicn (убал el problo- 
ma 843). 
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914. X = F¿D, Y = РуФ, Z = FD, donde 
Fa Py Las 
y el punto M (z, y, з) satisface а la ccuación 
F (z, y, з) = 0. 

915. (z3 A- y? 4 a)? — atz? -- ety | ec, 

MG. 2a (2% + p 4 23) = аз + Ыр. 

917. x (z* + y* + 2) + ary = 0. 

919. Es una superficie desarrollable. 

20. Solamente on las superficies desarrollables. 

922. Tomemos uva do las familias dadas do geodésicas como lineas 
de coordenadas и del sistema semigoodésico de coordenadas. Entonces 
de = du? + G (u, 0) de. 

Si q os el ángulo comprendido entro las linens do coordenadas u y Ins 
Incas geodésicas do 1а segunda familin, entonces 


v= 


Teniendo en cuenta Ja constancia del ángulo Ф, obtenomos 
ea VE, donde аъ союзі. 


Sustituyendo lo obtenido en In ecuación diferencia] de Jas linens 
geodésicas, поз resulta Gu = 0; por consiguiente, G = G (о) y Ja pri- 
mera forma cuadrática 0 reduce а 

ds? = dz? + dy’. 

Por el contrario, sea 5 una superficie desorrollablo. Como clln 
es Puedo surerpener al plano y con Ia superposición Тав linens gondési- 
cas pasan a los geodésicas y los ángulos entro Jas líneas se cowsorvan, 
ontonces es suficiento señalar quo en el plano existen las familias 
indicadas do geodésicas. 

523. La goneratriz do una superficie cónica en la cual existe un 
punto do unn línea geodésica, so encuentra en el plano rectificanto do 
osta Jínoa. Por eso la perpendicnlar trazada desde el vértice del coco 
al plano osculador corta la tangonte. Su longitud es 


d = p sen o, 


dondo p es el segmento de la generatriz, œ es el ángulo comprendido 
entre esta última y la tangente. Al poner la superficie cónica sobre el 
plano in línea goodésien se convierte en ита recta y la distancia 9 a 
lo Jargo de la misma es constante. Pero las magnitudes p y о tienen 
wn mismo valor que sobro el cono, por eso también sobre el cono 
р sem o == d es constante. 

Para demostrar el teoroma recíproco basta dotorminar que las líneas 
dotadas de 1а propiedad indicada se convierten en rectas al superponer 
el cono sobre el plano. 


1/3 1701435 
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924. То 
coordenada 


emos sobre una superficio ol sistema semigoodésico de 
Entonces 


de? = du? + G (u, v) dv. 
Sobro la linea u=0 tenemos YO luo 


. Dela ccnación de las 


líneas geodésicas obtendremos, además, 


=0. El sis- 
du lua En ol sis: 


tema semigeodésico de coordenadas 


Gyénge el problema 740). 
) Si K=0, entonces 


y la solución do esta ecuación que satisface a las condiciones iniciales 
atlas anteriormente será j/ С = 1. Por ско, para todas las supor- 


s alo curvatura total nula Ja primera forma cuadrática se reduce al 
aspocto 


dè m du? 4- det 
y, por lo tanto, todas ollas son aplicables uva a otra. 
2) Si K J 


V Tecos (ula) y ds*— dut 4-cos? (и/а) de, 
39) Si K = — 1а? (a == const), entonces 
== du? + el (n/a) de?. 


. Un plano tan 5 en un punto Af tione 
como vectores directores suyos a дш” y Aar, donde (U, r) es la para- 
de $. Para la transformación alin A(U, d es Ја para- 


(u +=coust), entonces 


metrización de la supo 4 (3) == 3" y ды (Lor) y до (for) serán 
los vectoros directores dol plano tangonto de Їп suporficio'S” on el punto 
^ (M) == M’, Poro д [e iiy M Our). WES = (au). Por 
сво, bajo el efecto de 4, el plano Я аат 


ҮР —94Л6. Métricos. 

947—948. Afines. 049—952. Métricos. 

J53. Afin. : 

954. Métrico, así, por ejemplo. con la transformación afín 


=r, =. fk 
del catenvido 


x= а ch (а/о) coso, у= ach (ша) son v, z= u 
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una de las secciones normales principales (la circunferencia en el pla- 
no хОу) no cambia su curvatura, mientras quo la segunda sección (ol 
meridiano del catenoide) la cambia. Como resultado varía la curva- 
tura media, 

955, Afin, ya que los tipos de puntos se distinguen por la conti- 
dad do direcciones asintóticas on un punto dado de la superficie. 
956. Métrico. 
957. Mín. 


Fig. 196. 


958. Valgámonos del carácter afín dol problema. Hagamos pasar 
la clipso dada a una circunferencia 


Entonces Jos diámotros conjugados pasarán a ser diámetros reci- 
procamento perpendiculares de Ja circunferencia, y Ja circunferencia 
a^ фу? 402 
erá la onvo vento de las imágenes do las cuerdas do la clipse. Рог oso 

la envolvente buscada será la elipse 


т, od 
PTEE 


(fig. 106), 
959. Utilicomos el carácter afín del problema. Transformomos la 
elipse dada en una circunferencia 


294 321 
mediante la transformación afin 

z = zla, у= f, 
КЫ 
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y sirvámonos de la fórmula conocida $” = SA, donde А cs el determi- 
nante de la transformación afin. En nuestro сазо A = 1/ab y $' = 
S/ab. La envolvente de las imágenes do las rectos dadas sorá una 
circunferencia de radio Л’ = соз S', o sea, 


rtp y= RA 
Por lo tanto, la ecuación buscada será 


Esto es una elipse, semejante а la dada, con cocliciontos de seme- 
janza cos (S/ab). 


BY 


. 197. 


960. Adoptemos las rectas dadas como ejes del sistema afín de 
coordenadas y los vectores do longitud unitaria como vectoros do 
escala sohro las mismas (fig. 197). Tomemos la reca АВ de la fami- 
Jia, perpendicular a una de las biscctrices de los ángulos de coordena- 
das. Examinemos la hipérbola que tiene como asíntotas los ejos do 
coordenadas y toca la recta AF on el punto M (a, a). Su ecuación 
tiene la forma zy — c. Expresemos c por medio de 


ОА = ОВ = 2а, 5 = 2a* sen 2a, 


Сото el punto Af pertenece a la hipérbola, ontonces a? == c y obten- 
dremos 


a * 


Por consiguiente, la ecuación de la hipérbola será 


EA [y] 


= Tn da 
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Efectuemos ahora un giro hiperbólico quo haga pasar la hipér- 
Jola (+) sobre sí misma y traslade el punto Af, a cualquier punto Af. 
Como es sabido, en este caso la cuerda AZ pasará a sor tangente de la 
hipérbola en el punto Af, que corta del ángulo de las: coordenadas un. 


triángulo do la misma área 5, o sen, а una recta arbitraria do la fa» 
milia dada. 


De este modo, la hipérbola (*) es la onvolvento de Ja familia de 
rectas quo cortan do los ángulos do:coordonadas primero y tercero Jos 
triángulos de área 5. Análogamente, la hipérbolo conjugada 

5 
2 sen 2® 


zy=— 


es la envolvente de la familia de rectas que cortan los triángulos de 
área 5 de los ángulos do coordenadas segundo y cuarto. 


Fig. 198. 
961. Examinemos la rocta LN de la f. 
al cje Oy y lo corta en el punto М (0, b). Y 
Vi 


=2 ох? dr de donde b 


ilia que es perpendicular 
resemos b por 5: 


(uy. 


e! 


Construyamos la parábola que se obtiene de la dada por el dosplaza- 
miento de b a lo largo del eje Oy (fig. 198). Su ecuación es: 


a (22), 0) 


202 Hespucstas 


есето «hora un giro hiperbólico! que traslado 1а parábola 
(*) sobre sí misma y el punto Af a un to Ff cualquiera. Con ello 
la parábola y = øx? también sc trasladará sobre si misma y Ја cuerda 
LN, pasará a ser tangente a la parábola (*) en el punto AF, o sea, será 
ta arbitraria de la familia dada, Asi, pues, la parkbola (^) es 

ivente buscada. 


p =r (u) + ve (u) 
de una snporficio reglada oblicua. Su segunda forma cuadrá- 
tica liene el aspecto 


a = L di? + 2 M du dv, 


donde 


De la condición 
L ди? + 2M du du = 0 


hallamos que la dirección asintótica, distinta de la dirección de la 
goneratriz rectil n por el vector 


dd cr rins . Mi 
Puck Po gg” eve ар © 
según el onunciado del problema). 
п de la superficie engendrada por Jas tangentes a las 
cas asiptóticas a lo largo de la generatriz correspondiente a и = ug, 
e da forma 


A 


'cojamos un sistema afín de coordenadas con origon enel punto 
Ag, con radio vector ге y con vectores de escala de los ejes do coorde- 


La 
ive gg. €o) + [7 


as rd. бе, єр. Introduzcamos las designaciones: 
mudo, ELE y, пен 
"осо 0 


(a, b, с son coustantes). Entonces, 
se: puede escribir de Tor 
n 


s ecuaciones de la superficie (*) 


РА =v S (t bv4-c), 


a= юш. 
Do donde 


СЯР 
мета 3 
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Transformando Jas coorden:das por las fórmulas 


nbtendremos 
E E E 
A 8-20. 


Si а s 0, obtondremos un hiperboloido do una hoja; si а = 0, un para- 
boloide hiperbólico (la condición а = 0 significa que la superlicie 
inicial so compone do roctas paralelas a cierto pla 
HM 3. e Y y == С, o sen, circunferencias concóntricas y el punto 
0 

MGA. аа 
asimtotas (fig. 

165. 


C, hipérbolas equilaterales consintóticos y sus 


n. 


Cx*, o son, parábolas y la recta y = 

966. Las circunferencia c+ gh) = 2r y теда (fig. 
967. Ca? = 2x — y 4-1, clu ert pour al 

дү, quo pasau por ol punto (5,4) y tocan en valo punto la recta 2 

yb d. esta misma recla (fig. 2 

оба. [d planos paralelos z + y 

ойт е кеб Ag p. Pi ойе с, 

070. 22 -|- y? -- 2" = C, hiperboloides de мра hoja y de dos hojas 

соп vn cono asíntótico común, y el propio cono e o2) 

71. —4С% (x? 4- y?) + 4 (256 — C?) z* == fend 
2.0). Cuando C = 0 se obtiene el plano 70: 
Wiperboloides de rotación de dos hojas con с) 
cuando С = 16, cl ojo 02; conndo С > 16, clipsoides de rotación con 
E de, E mi Oz (fig. 204). 


ША fd ©, 97: 


976. Lui B ip ie dac ec cy LE 
917. 3 (2 — aya) i + 3 (13 — as8) j к. 
978. e” bbs ds id in; Р ET 


1 
тї pega 
980. 9i — 3j. 


981. | grad u | 
982. grad n (0) 


cos ж == 2/3, cos ff = —2/3, cos y = 1/3. 
— 2j — Gk, | grad u (0) | 


cos а = 3/7, cos B = —2/7, cos y = —8 


grad u (A) = Ti, | grad n (A) | 
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соза = 1, cos В = 0, cos y = 0; grad u = 0 


< 3/2025. 
985. 1/2. 986. Croco; 12. 
987. M, (4/5, —1/4), M, (—4/5, 9/4). 


988. 2u/r, donde r= V FPF”; 


Fig. 202. 


ово. Erad u-grado. 


ST с а si grad u L grad v. 
997. Como r= V TF y3-F- zi, entonces 
оү ME AR TE В 
pe req a Em ETT 
998. f’ (r) rir. 999. пгп-2 г, 1000. — r/r". 


1001. r/r?. 1002. Sea c— 
=e hey Yess, de donde D ез, 


124-6) 4-е. Entoncos ис. 
du 


=, D — e. Por oso, 


Brad u— grad (с.т) == е, сас. 
1R=01435 
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2с (er) = 2с х (r X e). 

+ e, los versores de un sistema móvil de referon- 
he 2, Están on el plano tangente a la superficie de 
const; por eso el vector e, es ortogonal a este plano 


1004. 2r (c-c) 

1008.(Scan e, 
cia. Los vecta 
coorenadas w 


z 2 


Fig. 203. 


у, пог consiguiento, ortogonal a la suporficio do coordenadas w = const. 
Por esta arn esto vector es сойлеа al gradiente del escalar w, o sea, 


em = ks grad w, (9) 


dondo ks es cierto factor. Examinemos la línea u = и (s), v = v (9 
m = w (s). Derivando el radio vector 


r lu (o, o (9), vo (I 


E 
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de un punto arbitrario suyo, obtenemos 


Multipliquemos esta igualdad escalarmente por grad w: 
dw dw 
жс "90908, 


dto = 1. Observando que ry, = [ry | ey, y multipli- 
¡dad (°) escalarmonte por г, obtendremos [ry |= ky. 


de donde ry, 
cando la igu 


Fig. 204. 


Do la misma igualdad (*) hallamos 1 = k | grad w |. Aplicando ra- 
zonamientos análogos a las superficies do coordenadas и = const y 
v= const obtenemos en tota 

Al, to ta 2 
PERSEE 


grad / (u, v, e > 


dondo 
k= [ru 


= 1/1 grad ul, 


ka = Ir, |= 0 grado], ka=} rw] = 1/] grad w}. 
ILLI 
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grad u — D ep- IA +}. 

1010, (qe, + eg- êr 1013. 2те зер 4-те. 
1012. er A? eg ton qer. 
1013. 2re,— GMT ed cos тез. 
1014, arto, 2260. 2% sen? е, 

Ре ди 1 
1015, grada D ep E mE a 
ниб. ед ty 1017. Dep-l-eo- 

0 cQ, +4 
1018. pept- peo- 6o 1019. opt ETT teen ee 
1020. e, + _ e — e, 
1021. 22 4- z = Cl, к= Cy. 1022. y = Сух, з = Ca. 
1023. y — к m Cyn. — Emy Catt 
1024. ха — уз = Су, 3 = Ca. 
1025, И EO 1020. ya + 3 4 2s. 
А 


1033. 
O div e npe 1 (r) Puesto que div = 
‚ grad / (r) = f (0) E, entonces 


div ( ()r) = 3/0) 4- rf 0- 
1035. 2/r. 1036. (n + х) r^. 
1037. div (grad / (9) = div (Eg. 7) 42 av rérx 


"(0 3r (n) pes zgrad /' (r)—f' (grad 3/0) |. 
a T F 


I 
x grad 7 


ro 


3I 0 ur) I) n 
T1 aer тз T 
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4038. Au HE S DOR 
1039, uu (grad u)*- 1040. uAu-|-gFod u grad v. 
TO, 1042. 2с-ғ. 3043. J' (r) 
1044. 0. 1045. -cys 1040. dese, 4047. 4. 
1448, 2. зод, X 


тут 
1050 div (grad / (= / (+Ë N (r) 0. 
La solución general do esta ecuación ез (=e S, 
1051, Como div L= y div (gral [ (9 =" mat re. m 
toncos según 01 enunciudo 2r/* (24/92, do dondo 700 


p 


nr p 


1082, dive rap IE: (мма + UN Lao] 4s Ма). 


donde tu, my, €w Зол las proyoccionos dol. voctor а sobro las tan- 
gentes a las lineas de reforencia correspondientes, 


vy GE) +E) (E) 


nay (EHEHE. 
d уау ар. 


Las magnitudes Z, M, N se llaman coeficientes de Lamé. 
быа га D да 
1053. div چ‎ (adt Ae 3+]. 


1054. div e eyt 


d ao? son 0)-Ep -fy («o sen n1r 


Pon б 
(в. рл 250 b (я --1ч s? — 2ys) К. 
1059. ¡ear УЕ и". e nit уз) 
1060. 0. wu At Paz 2e. 106, ex. 
1064, 1065. c xe. 1066.0. 1067. Lr x e. 


1073. Para calcular cl Hujo valgómos do la fórmula do Ostro- 
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gradski П $ fan = J f j reds: Como йіуа= 2224-1, 
A 
entonces 


[2 j [1 (0940) dz dy da= 


— 
| entro dz ar j sm f | ettn 
R D 

1X (ayî) de dy. 


Pasemos a las coordenadas polares: 
ne | f (034-0) (4— му r dr dp = 
"B 
x2 2 
- | de f (—'* +39 ár)dr= 
о 
1074, div а= 3 (2209-4-29). Por la fórmula de Ostrogradski 


n- j j j 3(4 s1) aw=3.8 | f j (224-4342) dw, 
v y 


Мл 
3 


donde Y, es ol volumon de la parto do la esfera comprendida en ol pri- 
mer oclante. Pasemos a las coordenadas esféricas: 
= p cos o son 0, y=psenpsnd z= p cos 0, 
dw = р? son 0 dp dp d0, PA, 
24 | | fot son 0 dp dq d= 
3, 
n na n2 
=2% f p'ap { son 0 d0 f do = 24n. 
1 


1075. 419. 1076. О. 1077. 10/3. 


1078. а) 1 хла (BRA LI b) ту МеН QU 4-24). 


10 

1080. Sobre la circunferencia a = f cos? tí — R? зоп, dr = 
= R son t dt i 4- R cos t dt j. Por consiguiente, adr= 
= —-)/,Ri son 2t dt. Al moverse porel arco de Ja circunforoncia L 
en el sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj ol pará- 
imetro ¢ varía dentro de los limites de 0 a л/2. Por eso la integral lineal 
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а lo largo de Г. зотй igual a 


"ү " 
A= andre — { E пез р n. 
è 


1081. 2л%%. 

1082. La línea L consta-de dos segmentos HO 
ОА (sobre ol eje Ox) y do un arco AB do la astroid: 1 recorrido por L 
hace falta efectuarlo en el sentido contrario a Ins agujas del roloj. 
Por eso la circulación dol vector será igual a 


смак ur alo ш 


Caleulemos por separado cada uma de las integrales del sogundo miem- 
bro. Sohre la nstroido 


а = R son ti — R cos tj, 


dr = —8R cos? 1 sen t dL i + ЗЛ son? t cost dt j. 


Por eso adr — З. f sen? 2t di. Al moverse por el arco АЙ on 
la dirección do A a Р el parámetro £ varía dentro do los límites do 0 
a 1/2. Tendromos 
3 3 
edr za — | ft = M 2 
| adr 7 n | son? 21 dt 16 nue, 
n % 


Sobro ol segmento ОА a=—rj, dr=dri y adr=0. Рог ою 


T adr =0. 


Análogamento f a:dr=0. Por lo tanto, la circulación buscada оз 
ho 
igual a—3/16 xR, 


1083. 0. 1084. — лБ, 1085. а) 2л; b) 2n. 

1086. —a/R'/8. 1087. No lo tiene. 

1088. rot a = 0, por eso el campo а es poloncial y su potencial о 
se determina por la ecuación 


du = (y + а) dz + (z + 2) dy + (x + y) dee 
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Esta ecuación es equivalente al sistema de ecuaciones en derivadas 
parcialos 
ди 


dx 


De Ја primera ecuación del sistema resulta que u = (y -- 2) = + 
Ф((у, з). Sustituyondo on 1 n, obtenemos 


1089. u = nya (7-2) H C. 


1090. 
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